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Abstract

Der pythagordische Lehrsatz ist einer der wichtigsten Satze der Mathematik. Um das zu
verdeutlichen, soll die Arbeit einen Uberblick tiber die historische Entwicklung des
Satzes geben. Im Zuge dessen stellt sich heraus, dass der pythagordische Lehrsatz
nicht, wie zuerst angenommen, von Pythagoras stammt, sondern dass er bereits
Jahrhunderte vor Pythagoras bekannt war. Auch die weitverbreitete Annahme, dass
der erste Beweis des Satzes von Pythagoras stammen soll, ist sehr zweifelhaft, da der
Beweis, der angeblich von Pythagoras stammen soll, erst bei Euklid festgehalten ist.
Man geht also davon aus, dass dieser Beweis von Euklid stammt und Euklid den Satz
einfach nach Pythagoras benannt hat. AuBerdem ist ein Beweis aus dem alten China
Uberliefert, der viel dlter ist als der Beweis von Pythagoras bzw. Euklid. Es haben sich
auch viele weitere Mathematiker mit diesem Satz beschaftigt und so existieren heute
371 Beweise. Einige von diesen werden in der Arbeit thematisiert und erklart. Schon
die Durchfiihrung mancher Beweise ldsst erkennen, dass der pythagoraische Lehrsatz
in vielen Bereichen der Mathematik zum Tragen kommt. Deshalb befasst sich die
Arbeit zum Schluss mit einigen Anwendungsbeispielen. Hierbei wird gezeigt, dass dem

pythagordischen Lehrsatz sogar in der Integralrechnung eine Bedeutung zukommt.
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1 Einleitung

Der pythagoraische Lehrsatz ist einer der bedeutendsten Satze der Mathematik.
Aufgrund seines Namens wird sofort angenommen, dass dieser Satz vom griechischen
Mathematiker Pythagoras stammt. Die Arbeit zeigt jedoch, dass das dufSerst umstritten
ist, da dieser Satz schon lange vor Pythagoras’ Lebzeiten bei den Agyptern und
Babyloniern bekannt war. Pythagoras soll den Lehrsatz allerdings als Erster bewiesen
haben, aber auch das wird angezweifelt. Die erste Aufzeichnung dieses Beweises
stammt aus Euklids Werk ,,Elemente”, weshalb man annimmt, dass Euklid diesen
Beweis gefiihrt hat und anschlieBend den Satz nach Pythagoras benannt hat. Es
existiert allerdings auch ein Beweis aus dem alten China, der rund 1100 vor Christus
gefihrt worden ist. Dieser gilt als der dlteste bekannte Beweis des pythagordischen

Lehrsatzes.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in 4 grofRe Kapitel. Im ersten Kapitel wird der
pythagordische Lehrsatz definiert. Im zweiten Kapitel gebe ich einen groben Uberblick
Uber die Geschichte des pythagordischen Lehrsatzes mit seinen Anfangen in
Mesopotamien bis hin zu den Griechen, von denen auch der beriihmteste Beweis des
Satzes stammt. Das dritte Kapitel beschaftigt sich mit einigen der insgesamt 371
bekannten Beweise. Dabei werden sowohl klassische Beweise, wie der euklidische
Beweis, als auch neuere, wie der Beweis mithilfe der Differenzialrechnung, behandelt.
Dieses Kapitel soll einen Uberblick tiber die Vielfalt der verschiedenen Beweise geben.
Es konnen nicht alle Beweise behandelt werden, da dies den Rahmen der Arbeit
sprengen wiirde. Zum Schluss werde ich die Bedeutung und Verwendung des
Lehrsatzes durch diverse Anwendungsbeispiele herausarbeiten. Auch hierbei wird nur

eine kleine Auswahl an Beispielen behandelt.

Das Buch , The Pythagorean Theorem” von Eli Maor bietet die wichtigsten
Informationen Uber den pythagoraischen Lehrsatz (Maor Eli, The Pythagorean
Theorem). Die meisten zusatzlichen Informationen habe ich mir aus dem Internet oder

verschiedenen Schulbiichern geholt. Die Arbeit ist daher eine literaturgestiitzte Arbeit.



2 Definition

Der pythagoraische Lehrsatz ist folgendermalien definiert: In jedem rechtwinkeligen
Dreieck ist die Summe der Flacheninhalte der Kathetenquadrate gleich dem
Flacheninhalt des Hypotenusenquadrats. Die mathematische Formel dafiir lautet:

a? + b? = c?, wobei a und b die Katheten und c die Hypotenuse eines rechtwinkeligen
Dreiecks sind. Das Wort ,Kathete“ kommt vom Griechischen ,kathetos”, was , das
Herabgelassene” bedeutet. Die Katheten schliefen den rechten Winkel ein und die
Hypotenuse liegt gegeniiber vom rechten Winkel. ,Hypotenuse” kommt ebenfalls aus
dem Griechischen, und zwar von ,hypo“ und ,teino“, was ,das sich darunter
erstreckende” bedeutet. Die Hypotenuse ist immer die langste Seite im Dreieck. Die
Winkelsumme betragt stets 180°, wobei der rechte Winkel 90° hat und sich die Gbrigen
90° auf die anderen beiden Winkel aufteilen. Somit gibt es im Dreieck einen rechten
Winkel und zwei spitze Winkel. Im Falle eines gleichschenkeligen rechtwinkeligen

Dreiecks haben diese beiden Winkel jeweils 45°.

Abb. 1 Rechtwinkeliges Dreieck



3 Geschichte des pythagoraischen Lehrsatzes

3.1 Mesopotamien

Die ersten Zeugnisse (iber eine Vorform des
pythagordischen Lehrsatzes stammen aus Mesopotamien
um 1800 vor Christus. Mesopotamien war das Gebiet
zwischen den beiden Flissen Euphrat und Tigris, die im
heutigen Irak liegen. Viele Tontafeln wurden dort aus der
damaligen Zeit gefunden. Die bedeutendste fiir die
weitere Mathematik, im speziellen fir den
pythagordischen Lehrsatz, ist die Tafel namens , YBC
7289“. Es stellte sich heraus, dass die Striche auf dieser

Tontafel Zahlen darstellen. Die Babylonier verwendeten

namlich das Sexagesimalsystem, also ein Zahlensystem

Abb. 2 YBC 7289

mit der Basis 60. Die Einerstellen wurden durch vertikale
ypsilonahnliche Striche und Zehnerstellen durch vertikale
Striche dargestellt. So lasst sich feststellen, dass die Zahl links oben 30 ist und die
andere Zahl unter der horizontalen Diagonale ins Dezimalsystem Uibersetzt 1,414213
ist, also V2 auf hundert Tausendstel genau. Diese Zahl mit 30 multipliziert ergibt die
Zahl, die noch weiter unten auf der Tontafel steht, namlich 42,426389. Daraus kann
man schlieRen, dass schon die Babylonier den Zusammenhang zwischen der Diagonale
d und den Seitenldngen a in einem Quadrat gekannt haben. Wir haben heute dafiir die
Formel d = av/2 . Daher miissen sie auch schon den pythagoraischen Lehrsatz
gekannt haben, zumindest den Spezialfall fiir die Berechnung einer Diagonale in einem

Quadrat, namlich dass d? = 2a? gilt.

Ein weiteres bedeutendes Fundstiick aus dieser Zeit ist eine Liste mit verschiedenen
pythagordischen Tripeln, wie zum Beispiel 3, 4, 5 oder 8, 15, 17. Jedes dieser Tripel

stellt naturlich gemal® dem pythagoradischen Lehrsatz ein rechtwinkeliges Dreieck dar.



Angle Petit coté (a) | Hypoténuse (c) | Ligne
[1 59 *]15 1 59 2 49 1
[156 56] 5814 50 6 15 56 7 3121 2
[1 55 7141 15 33 45 1 16 41 1 50 49 3
[1 53] 10[*] 29 32 52 16 3 31 49 591 +
[1]48 54 1 40 15 137 5
[1147 641 40 519 81 6
[1]43 11 56 28 26 40 38 11 59 1 7
[1]41 33 59 3 45 13 19 20 49 8
[1]38 33 36 36 91 12 49 9
[1]135 10 2 28 27 24 26 40 1 22 41 2161 10
[1]33 45 45 115 11
[1129 21 54 215 27 59 48 49 12
[1]127 [*] 3 45 7121 4 49 13
[1]125 48 51 35 6 40 29 31 53 49 14
[1]123 13 46 40 56 53 15

Abb. 3 Plimpton 322

Die hier angegebenen Zahlenwerte sind wieder im Sexagesimalsystem dargestellt. Zum
Umrechnen ins Dezimalsystem muss man jeweils die Zahl vor dem Abstand mit 60
multiplizieren und anschlieBend die Zahl nach dem Abstand addieren. So erhalt man

beispielsweise fiir die erste Zeile fiir a = 119 und c = 169. Durch das Wurzelziehen aus

der Differenz der Quadrate dieser Zahlen ( \/m) ergibt sich fir b der Wert
120. 119, 120 und 169 stellen ein pythagoradisches Tripel dar. In manchen Zeilen ergibt
sich allerdings kein pythagoraisches Tripel, wie zum Beispiel in Zeile 9, da fiir b kein
ganzzahliger Wert herauskommt. Daher wird vermutet, dass es sich um einen
Schreibfehler handelt und statt der Neun eine Acht stehen soll. Bei den Zahlen in
eckigen Klammern handelt es sich Gberhaupt nur um Vermutungen, da die erste Spalte
beim Auffinden der Tafel komplett gefehlt hat.

Man geht davon aus, dass die Babylonier schon den Algorithmus, der erst 1500 Jahre
spater in Euklids Werk ,,Elemente” zum ersten Mal schriftlich festgehalten ist, gekannt
haben, um pythagoraische Tripel zu entdecken. Sie kannten namlich auch schon
extrem hohe Tripel, wie zum Beispiel 4601, 4800, 6649.

Ein Algorithmus ist im Allgemeinen ein Rechenverfahren. Der Algorithmus von Euklid
besagt Folgendes: ,Let u and v be any two positive integers, with u > v; then the three
numbersa = 2uv,b = u?- v?,c¢ = u? + v? form a Pythagorean triple” (Maor Eli,

The Pythagorean Theorem, S. 11).



3.2 Agypten

Da die Agypter auf Papyrus geschrieben haben, sind nur wenige Aufzeichnungen
erhalten. Das wichtigste Zeugnis fur die Mathematik aus dieser Zeit ist das sogenannte
Rhind Papyrus, das aus 84 arithmetischen, geometrischen und algebraischen
Problemen besteht. Es wurde um etwa 1650 vor Christus von A’"h-mose verfasst, der
aber alles von einem édlteren Werk abgeschrieben hat, das aus ungefahr 1800 vor

Christus stammt. In dieser Schrift werden 84

Probleme Schritt fiir Schritt gelést. Obwohl Tz g —
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geht man davon aus, dass die Agypter

diesen Satz noch nicht gekannt haben. Abb. 4 Rhind Papyrus
Trotzdem heift es, dass sie ein Seil mit

Knoten verwendet haben, um Entfernungen zu messen und um rechtwinklige Dreiecke
zu bilden. Sie haben ein Seil in 12 gleich lange Einheiten geteilt und gewusst, dass ein
rechtwinkliges Dreieck entstehen wiirde, wenn eine Seite aus 3, eine aus 4 und eine
aus 5 Teilen besteht. Der Beruf des Seilspanners war durchaus angesehen in dieser
Zeit, da es durch das Spannen der Seile moglich war, Gebdude perfekt rechtwinkelig zu
errichten. AuBerdem konnten auf diese Weise Felder nach Niliberflutungen neu
vermessen werden. Es gibt jedoch keine Beweise, ob die Agypter wirklich auf diese

Weise Dreiecke gebildet haben.



3.3 Griechenland

3.3.1 Pythagoras und die Pythagoreer

Pythagoras zahlt zu den Naturphilosophen der Vorsokratik und hat von circa 570 bis
510 vor Christus gelebt. Um 530 vor Christus ist er nach Unteritalien gegangen, wo er
eine Schule in Kroton eréffnet hat. Da von Pythagoras selbst keine Schriften Giberliefert
sind, gestaltet es sich sehr schwierig, seine Lehre zu rekonstruieren. Es gibt viele
Widerspriiche, da die meisten Informationen iber ihn aus Werken von verschiedenen
romischen Autoren stammen. Daher ldsst sich nicht genau sagen, welchen Anteil
Pythagoras an der Entwicklung der Mathematik hat. Dank seiner vielen Reisen, unter
anderem nach Babylonien und Agypten, sind die Erkenntnisse von diesen Vélkern aber
Uberhaupt erst nach Griechenland gekommen. Ob wirklich Pythagoras selbst als erster
den pythagordischen Lehrsatz beweisen konnte, ist zweifelhaft. In vielen Quellen
werden jedoch die Pythagoreer als erste Menschen, die den Satz bewiesen haben,
gefiihrt. Allerdings ist ein Beweis aus dem alten China aus circa 1100 vor Christus
Uberliefert, wodurch das widerlegt wird. Seinen heutigen Namen erhielt der Satz
wahrscheinlich daher, weil Euklid seinen Beweis nach Pythagoras benannt hat, nicht
wie oft angenommen, dass Euklid den Beweis des Pythagoras verschriftlicht hat.

Im Zuge der Dreiecksberechnungen haben die Pythagoreer herausgefunden, dass es

nicht nur rationale, sondern auch irrationale Zahlen gibt, wie zB. V2.
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3.3.2 Euklid

Euklid gilt als einer der wichtigsten Mathematiker der Antike. In seinem beriihmtesten
Werk ,Elemente” hat er das ganze Wissen der griechischen Mathematik, das bis dahin
bekannt war, aufgeschrieben. Seine Thesen stiitzt er vielfach auf Grundsatze des
Aristoteles. Es stammen also etliche Satze nicht von ihm selbst. Er hat sie lediglich
aufgeschrieben und genau bewiesen. Seine Art Beweise zu fuhren, gilt als Vorbild fir
die Beweisfiihrung der modernen Mathematik. Darunter befindet sich auch ein Beweis
des pythagordischen Lehrsatzes, der im Kapitel 4.1 genauer behandelt wird. Neben

Geometrie hat er sich auch mit Arithmetik und Musiktheorie befasst.

Auch von Euklids Leben ist wenig bekannt. Man geht jedoch davon aus, dass er in
Athen geboren worden ist und spater dann nach Alexandria gezogen ist, wo er Leiter

des mathematischen Instituts der Universitat geworden ist.

In seinem Werk ,,Elemente” hat er weitere Grundsteine fiir die Mathematik gelegt. So
hat er zB. die Unendlichkeit der Primzahlen bewiesen oder soll einen Algorithmus fir
pythagordische Tripel gefunden haben. Dieser ist heute unter dem Namen
»Euklidischer Algorithmus” bekannt. Ob dieser Algorithmus allerdings wirklich von
Euklid stammt, ist sehr umstritten, wie es bereits in Kapitel 3.1 ndher beschrieben

wird.

3.3.3 Archimedes

Auch Uber Archimedes’ Leben ist sehr wenig bekannt. Er soll die meiste Zeit seines
Lebens in Syrakus auf Sizilien gelebt haben. Ihm ist es gelungen diverse physikalische
Phdanomene zu beschreiben, wie zB. die Hebelgesetze. Aber auch im Bereich der
Mathematik schreibt man ihm einige Erkenntnisse zu. So hat er die Kreiszahl it am
genauesten berechnet, obwohl bereits vor ihm die Babylonier und Agypter diese Zahl
angenahert hatten. Wie er die Zahl m genau berechnet hat, wird in Kapitel 5.8

ausgeflhrt.
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4 Beweise

Der pythagordische Lehrsatz ist bisher 371 Mal bewiesen worden und gilt daher als
meistbewiesener Satz der gesamten Mathematik. E. S. Loomis hat alle Beweise
gesammelt und dann in einem Buch veroffentlicht. Die Beweise stammen sowohl von
groflen Mathematikern, wie Euklid oder Ptolemaus, als auch von Dichtern oder
Politikern. Hans Christian Andersen hat sogar einen Beweis in Gedichtform verfasst.
Dadurch werden die Wichtigkeit und die Bedeutung dieses Satzes deutlich. Einige
Beweise wurden sogar von Schiilern und Studenten durchgefiihrt. Manche Beweise
sind auf einfachste Weise gefiihrt, sodass man nicht einmal mathematische Kenntnisse
braucht, um den Beweis zu verstehen.

Man kann die Beweise nach der Art der Vorgehensweise klassifizieren. So gibt es etwa
Flachenteilungsbeweise, Ergdnzungsbeweise, Scherungsbeweise und Beweise, die mit

Ahnlichkeiten arbeiten.
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4.1 Euklidischer Beweis

Euklid hat sich in seinem Werk , Elemente” auch mit dem pythagordischen Lehrsatz
befasst und ihn durch einen Beweis untermauert. Ob der Beweis von Pythagoras
stammt oder nicht, ist ungeklart. Daher nimmt man an, dass Euklid den Beweis
durchgefihrt hat, ihn aber nach Pythagoras benannt hat. Dieser Beweis gilt daher als

wichtigster und beriihmtester Beweis dieses Satzes.

Abb. 5 Euklidischer Beweis

Sei ABC ein rechtwinkeliges Dreieck, wobei der rechte Winkel beim Eckpunkt C liegt.
Uber jede Seite des rechtwinkeligen Dreiecks zeichnet man dann ein Quadrat und
erhélt die Quadrate ABED, ACGF und BKHC. Als nachstes konstruiert man eine Parallele
zur Strecke AD durch den Punkt C und bezeichnet den Schnittpunkt dieser Parallele
mit der Seite AB mit M und den Schnittpunkt mit der Seite DE mit L. Der Punkt A

schlielt in jedem der beiden angrenzenden Quadrate, namlich ACGF und ADEB, einen

rechten Winkel ein. Also erhalt man den Winkel € CAD durch Addition von 90° und dem
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Winkel ¢CAB, den Winkel ¢FAB erhalt man ebenfalls durch Addition des rechten

Winkels und dem Winkel ¢ CAB. Also sind die Winkel ¢ CAD und < FAB gleich groR.

AnschlieRend zeichnet man die Strecken BF und CD ein. Die Dreiecke AABF und AACD

miissen den gleichen Fliacheninhalt haben, da jeweils zwei Seiten, namlich AD bzw. AB

und AF bzw. AC, gleich lang sind und die eingeschlossenen Winkel ¢FAB und ¢CAD

gleich groR sind. Daher gilt Aagr = Aacp. Das Quadrat ACGF ist doppelt so groRR wie das
Dreieck AABF, da sie die Seite AF gemeinsam haben und die andere Seite des
Quadrates, namlich AC, die Hohe des Dreiecks AABF ist. Somit gilt Aacar = 2.Angk.

Das Rechteck ADLM ist doppelt so groR wie das Dreieck AACD, da sie die Seite AD
gemeinsam haben und die andere Seite des Rechtecks ADLM, DL, die Héhe des
Dreiecks AACD ist. Also gilt Aapiv = 2.Aacp.

Da die Dreiecke AABF und AACD den gleichen Flacheninhalt haben, folgt daraus dass
das Quadrat ACGF und das Rechteck ADLM ebenfalls denselben Flacheninhalt haben
mussen und somit gleich grof8 sind.

Um zu zeigen, dass auch das Quadrat BKHC und das Rechteck BELM gleich grof3 sind,
geht man folgendermalien vor: Zuerst verbindet man die Eckpunkte C und E, sowie A
und K. Die Dreiecke AABK und ACEB haben denselben Flacheninhalt, da jeweils zwei

Seiten, namlich AB bzw. BE und BK bzw. BK gleich lang und die eingeschlossenen

Winkel ¢ABK und ¢CBE gleich groB sind. Dass die beiden Winkel gleich groR sind,

erhalt man dadurch: Der Eckpunkt B schlieBt in den beiden angrenzenden Quadraten

BKHC und BADE jeweils einen rechten Winkel ein. Also erhdlt man den Winkel < ABK,
indem man 90° zu den Winkel ¢ ABC addiert. Den Winkel {CBE erhalt man ebenfalls

durch Addition von 90° und dem Winkel ¢ ABC. Also gilt zusammenfassend: Aagk = Acge.

Das Quadrat BKHC ist doppelt so grol8 wie das Dreieck AABK, da sie eine gemeinsame
Seite, namlich BK, haben und die andere Quadratseite BC die Hohe des Dreiecks ist.
Daher gilt: Agkrc = 2.Ansk.

Das Rechteck BELM ist doppelt so groR wie das Dreieck ACBE, da sie die Seite BE
gemeinsam haben und die andere Seite des Rechtecks, ndmlich BM, die Hohe des

Dreiecks ist. Also gilt Aggiv = 2.Acge.

14



Weil die Dreiecke AABK und ACBE flachengleich sind, missen auch das Quadrat BKHC
und das Rechteck BELM den gleichen Flacheninhalt haben.

Anhand der Zeichnung sieht man, dass das Quadrat ADEB aus den beiden Rechtecken
ADLM und BELM besteht. Setzt man fir diese Rechtecke das oben Erklarte ein, erhalt
man Aapes = Aacer + Askne. Die Conclusio von Euklid ist daher ,, Also ist das Quadrat tGiber
der Seite BC den Quadraten iiber den Seiten BA, AC zusammen gleich.“ ( Kaiser Hans

u.a., Geschichte der Mathematik, S. 163)
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Dieser Beweis wurde 1938 von Ann Condit erweitert. Sie war damals 16 Jahre alt und
studierte an der Central Junior-Senior High School in South Bend im Bundesstaat
Indiana in den USA. Dies ist der erste Beweis, bei dem alle Hilfslinien und alle Dreiecke
vom Mittelpunkt der Hypotenuse ausgehen, also dem Punkt P.

f

Abb. 6 Ann Condit’s Beweis

FCFN

~—, wobei FC die Grundlinie ist und FN die

Das hier rot hinterlegte Dreieck APFC =

Hohe. Da der Punkt N der Halbierungspunkt der Seite FG ist, kann man FN mit %

anschreiben. Im Quadrat sind alle Seiten gleich lang, also gilt: FG = FC, daher

¢ FC oz
ist % = FZ—C Daraus folgt, dass APFC = %. FC? ist der Flicheninhalt des ganzen

Quadrats BCFG und somit ist APFC = % (BCFG). Genauso geht man auch bei den
beiden Ubrigen Dreiecken vor und erhidlt dann fur APDC = Y4 (ACDE) und fur
APAI = Y% (ABHI). Im nachsten Schritt verwendet man die Tatsache, dass sich zwei

Dreiecke mit gleicher Basis so verhalten wie ihre Ho6hen.
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Daher gilt: (APDC + APFC) : APAI = (DR + RF) : Al. Addiert man die beiden
Strecken DR und RF erhlt man die Strecke DF.

Also gilt weiter DF : Al = AB : AB = 1. Nun setzt man fiir APDC wieder % (ACDE), fir
APFC %.(BCFG) und fir APAI %.(ABHI) ein. Der Faktor % wird jetzt nicht mehr
beriicksichtigt und so erhdlt man (ACDE + BCFG) : ABHI = 1. Formt man die
Gleichung um, indem man mit ABHI multipliziert, erhalt man ACDE + BCFG = ABHI, also
a’ + b? = c?-

Ann Condit baut in ihren Beweis auch den Thaleskreis ein. Laut Thales sind alle
Dreiecke, die in einen Halbkreis eingeschrieben werden konnen, rechtwinkelige
Dreiecke. Auf diesem Weg wird bewiesen, dass es sich bei dem Dreieck wirklich um ein

rechtwinkeliges Dreieck handelt.
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4.2 Ptolemadischer Beweis

Ptolemaus gilt als einer der bedeutendsten Mathematiker der Antike. Nattrlich hat
auch er sich mit dem pythagoraischen Lehrsatz beschaftigt und ist zu einem Ergebnis

gekommen, das heutzutage als ,,Satz des Ptolemaus” bekannt ist:

In einem Sehnenvieleck ist das Produkt der Diagonallangen gleich der Summe der

Produkte der Ldngen der gegeniiberliegenden Seiten.

Abb. 7 Ptolemdiischer Beweis

Um das zu beweisen, geht man folgendermallen vor: Zuerst tragt man den Winkel

< CBD ein, der in der Zeichnung rot hinterlegt ist. Dann zeichnet man denselben Winkel

an der Seite a ein. Nun schneidet man den Schenkel dieses Winkels mit der Seite e und
erhalt einen neuen Punkt, namlich E. Der Peripheriewinkelsatz besagt Folgendes: ,Alle
Peripheriewinkel in der gleichen Halbebene tGber dem gleichen Kreisbogen sind gleich
groRR.” (http://www.mathepedia.de/Peripheriwinkelsatz.aspx, zugegriffen am

07.12.2014, um 14:00 Uhr)
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Man konstruiert einen Kreis, in den man eine Sehne AB einzeichnet, die aber kein
Durchmesser sein darf. Nun ist der Kreisbogen in zwei Halften geteilt. AnschlieBend
zeichnet man entweder mehrere Punkte auf der oberen oder auf der unteren Halfte
des Kreisbogens ein. In dieser Zeichnung sind vier Punkte auf der oberen Halfte
eingetragen. Jeden dieser Punkte S;,S,, S3 und S4 verbindet man mit den Punkten A
und B. Durch Nachmessen kann man kontrollieren, dass all diese Winkel gleich groR
sind. AuBerdem lasst sich feststellen, dass die Peripheriewinkel genau halb so grofR

sind wie der Zentriwinkel, der zur Sehne gehort. Der Zentriwinkel wird in der

Zeichnung mit € bezeichnet und stellt den Winkel ¢ AMB dar.

Abb. 8 Peripheriewinkelsatz

Daher gilt fur die Abbildung 7, die Konstruktion fiir den ptolemaischen Beweis, dass die
Winkel ¢ BCA und ¢BDA, wie auch ¢BAC und ¢BDC jeweils gleich groB sind. Daher sind

auch die Dreiecke ABAE und ABDC dhnlich. Man kann also ihre Seiten in Beziehung

setzen und erhalt diese Gleichung: f : c =a: e;.
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Des Weiteren sind auch ABCE und AABD ahnliche Dreiecke, da sie den Winkel y und

den Winkel B + Winkel ¢ EBF gemeinsam haben. Setzt man die Seiten dieser Dreiecke in

ein Verhaltnis, erhalt man folgende Gleichung: f : d = b : e,.
Durch Multiplikation vom Zahler der linken Seite mit dem Nenner der rechten Seite
und Multiplikation vom Nenner der linken Seite mit dem Zahler der rechten Seite

erhdlt man dann diese beiden Terme: f.e; = a.cund f.e, = b.d.

Um die Strecke AC zu erhalten, addiert man e; und ey, e. f ist dann also (el + e2)f.
Daraus ergibt sich dann:e.f = a.c + b.d, wobei e.f das Produkt der Diagonalen und

a.c + b.d die Summe der Produkte der gegeniiberliegenden Seiten darstellt.

Wenn ABCD im Spezialfall ein Rechteck ist, kann man es in 2 rechtwinkelige Dreiecke
zerteilen. AuRerdem gilt dann: AB = CD, BC = DA und AC = BD. Setzt man das in das

Ergebnis des ptolemaischen Satzes ein, erhilt man AC* = AB* + BC.-

Abb. 9 Spezialfall des ptolemdischen Beweises
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4.3 Chinesischer Beweis

Einer der dltesten Beweise des pythagordischen Lehrsatzes stammt aus China. Er soll
ca. 1100 v. Chr. durchgefihrt worden sein. Damals war natirlich noch nicht von
Pythagoras die Rede. Dieser Beweis ist erstaunlich leicht zu fliihren und man braucht
fast kein mathematisches Wissen. Erstaunlich ist daher nur, dass die Chinesen diese
Idee fir einen Beweis gehabt haben und nicht die Griechen, obwohl die Griechen in
Mathematik viel gebildeter gewesen sind. In einigen Blichern wird dieser Beweis

jedoch als Beweis der Pythagoreer gefiihrt.

Abb. 10 Chinesischer Beweis Teil 1

Hier sieht man vier rechtwinkelige Dreiecke mit den Seiten a,b und c. Die Seiten a und
b schlieBen jeweils den rechten Winkel ein. Man reiht sie so aneinander, dass man ein
Quadrat erhélt mit den Seitenlangen a + b. AnschlieBend verbindet man die
Teilungspunkte jeder Seite miteinander. Ein Teilungspunkt befindet sich immer dort,
wo die Seite a oder die Seite b aufhort. Wenn man sie verbunden hat, entsteht in der
Mitte wieder ein Quadrat, das als Hypotenusenquadrat bezeichnet wird, da die Seiten

des Quadrats jeweils die Hypotenusen der rechtwinkeligen Dreiecke sind.
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a.

b, a,

Abb. 11 Chinesischer Beweis Teil 2

In dieser Abbildung zeichnet man wieder vier Mal dieselben rechtwinkeligen Dreiecke,
man ordnet sie jedoch anders an. Dieses Mal entsteht kein Hypothenusenquadrat,
sondern Quadrate Uber den beiden Katheten. Da die Flacheninhalte der beiden grof3en
Quadrate gleich groR sind und die rechtwinkeligen Dreiecke ihre GréRe nicht
verandern, lasst sich daraus schlieBen, dass das Hypothenusenquadrat gleich groR sein

muss wie die beiden Kathetenquadrate, also gilt a? + b? = c2.-

22



4.4 Beweis basierend auf Rotation

B\ r —

a-b -

Abb. 12 Rechtwinkeliges

Dreieck in einem Quadrat
a+h

b &

f

a-b

Abb. 13 Quadrat mit
gedrehtem rechtwinkeligem

Dreieck

Abb. 14 Vieleck

Ausgehend vom rechtwinkeligen Dreieck AABC konstruiert man ein Quadrat, das als

Seitenldange a aufweist und das rechtwinkelige Dreieck beinhaltet. Danach dreht man
dieses Dreieck um 90° gegen den Uhrzeigersinn und setzt es an die oberste Kante des
Quadrats. Dann I6scht man das Originaldreieck und erhalt somit eine viereckige Figur,
die den gleichen Flacheninhalt hat wie das Quadrat in Abbildung 12. Da es sich in dem

Viereck um 2 rechtwinkelige Dreiecke handelt, kann man den Flacheninhalt mit
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2 _
% + (a-b)arb) ausrechnen. Den Flacheninhalt des Quadrats in Abbildung 12 kann

man ganz einfach mit a’ berechnen. Da diese beiden Flicheninhalte gleich groR sind,

(a-b)(a+b)

2
kann man die beiden Formeln gleichsetzen und erhilt a? = C? + > Nun

rechnet man den Ausdruck in den Klammern aus, multipliziert die ganze Gleichung mit

2 und erhalt schlieBlich a? + b? = ¢?.-
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4.5 Beweis durch Differentialrechnung

4

I H

X

Abb. 15 Beweis mithilfe der

Differentialrechnung

Hier ist ein Viertelkreis gezeichnet mit Mittelpunkt O und Radius a. Die Punkte P und Q
liegen auf dem Kreis. P hat die Koordinaten x und y, Q x - dx und y + dy, wobei dx und
dy unendliche kleine Zahlen beschreiben. Wenn P entlang des Kreises Richtung Q
wandert, entsteht das Dreieck AQRP. Dieses Dreieck ist dem Dreieck AOSP fast dhnlich,
jedoch je ndher P Q kommt, desto dhnlicher werden sich die beiden Dreiecke. Korrekt
mathematisch lasst sich das so darstellen: limpﬁQ(AQRP)~ AOSP . Daraus bekommen
wir, dass QR : RP = 0S : SP gilt. 0S hat den gleichen Wert wie die x-Koordinate
vom Punkt P, SP hat den gleichen Wert wie die y-Koordinate von P, QR = dy und

RP = —dx. Setzt man diese Werte in die vorhergehende Gleichung ein, erhilt man

_—;x =3 Wenn man jeweils den Zahler der einen Seite mit dem Nenner der anderen

Seite multipliziert, kommt man zur Differenzialgleichung xdx + ydy = 0 mit der
allgemeinen Lésung x2 + y? = ¢, wobei c die zunichst noch unbestimmte
Integrationskonstante ist. Diese Integrationskonstante erhalt man, indem manx = 0
setzt. Das ist der Fall, wenn sich der Punkt P ganz oben am Kreis befindet. Day = a
gilt, erhalt man dann die Gleichung x? + y2 = a?. (vgl. Maor Eli, The Pythagorean

Theorem, S. 111 ff.)
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5 Bedeutung und Verwendung

Die Bedeutung des pythagordischen Lehrsatzes fiir die gesamte Mathematik ist
unumstritten. Nicht nur in der Trigonometrie spielt der Satz eine wichtige Rolle,
sondern er findet auch in der Differentialrechnung oder bei den Kegelschnitten

Verwendung.

5.1 Ebene Figuren

Um eine Diagonale in einem Quadrat ausrechnen zu kbnnen, wendet man den
pythagoraischen Lehrsatz an, d = av/2. Selten bedenkt man dabei, dass sich diese
Formel aus d? = a? + a? herleitet.

Man kann auch den Abstand von zwei Punkten im kartesischen Koordinatensystem mit
diesem Satz ausrechnen. Angenommen, die beiden Punkte mit den Koordinaten (xo|Yyo)
und (x1]y1) liegen auf einer Ebene. Da die Koordinatenachsen senkrecht auf einander

stehen, berechnet man den Abstand c der beiden Punkte so:

¢ =01 —x0)% + (y1 — ¥0)?.
Diese Formel kann in unendlich viele Dimensionen erweitert werden. Somit gilt im

Allgemeinen fir die Berechnung des euklidischen Abstandes:

d(x,y) = —y1)2 + -+ (tn — ¥n)?
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5.2 Hohensatz

Der Hohensatz basiert ebenfalls auf dem pythagordischen Lehrsatz. Er lautet: ,,Das
Quadrat der Hohe ist gleich dem Produkt aus den beiden Hypotenusenabschnitten.”
(http://www.paukert.at/mathe/pythagoras.pdf, Seite 9, zugegriffen am 09.12.2014,
um 16:00 Uhr)

Er besagt also, dass h? = x.y gilt. Durch die Hhe h wird das rechtwinkelige Dreieck in
2 dhnliche rechtwinkelige Dreiecke AACF und ACBF geteilt. Die Ahnlichkeit ergibt sich
daraus, weil beide Dreiecke einen rechten Winkel einschliefen und sogar beide die
Winkel a und B beinhalten. Daher missen auch die jeweiligen Seitenverhaltnisse gleich
groR sein.AF : FC = FC: BF,oderx: h = h: y.Nunformt man diese Gleichung

nach h um und erhilt: h? = x.y.-

t( F i B
X ¢ ¥

Abb. 16 Héhensatz

27



5.3 Kathetensatz

X

Abb. 17 Kathetensatz

Der Kathetensatz besagt: ,,Das Quadrat einer Kathete ist gleich dem Produkt aus
Hypotenuse und anliegendem Hypotenusenabschnitt.”
(http://www.paukert.at/mathe/pythagoras.pdf, Seite 9, zugegriffen am 08.12.2014,
um 16:00 Uhr)

In mathematischen Formeln ausgedriickt bedeutet das, dass a? = c.y und b? = c.x
gilt. Und so lassen sie sich herleiten: Die Dreiecke AABC und ACBF sind dhnlich, da sie
jeweils einen rechten Winkel aufweisen und den Winkel B gemeinsam haben. Wegen
der Ahnlichkeit miissen auch die jeweiligen Seitenverhiltnisse gleich groR sein:

AB: BC = BC: FB,also ¢ : a = a: y. Formt man die Gleichung um, erhilt

man: a? = c.y.- Dies wird als erster Kathetensatz bezeichnet.

Um den zweiten Kathetensatz zu erhalten, fihrt man denselben Beweis fiir die
Dreiecke AABC und AACF. Auch diese Dreiecke sind einander dhnlich, da sie wiederum
beide einen rechten Winkel aufweisen und beide den Winkel a enthalten. Die Seiten
der Dreiecke verhalten sich so: AB: AC = AC: AF,alsoc: b =b: x.Nach

Umformung erhélt man folgende Gleichung: b? = c. x.-
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5.4 Einheitskreis

Auch in Bezug auf den Einheitskreis spielt der pythagordische Lehrsatz eine Rolle. Wie
es der Name ,Einheitskreis” schon andeutet, ist der Radius dieses Kreises eine Einheit
lang. Zeichnet man in diesen Kreis ein rechtwinkeliges Dreieck ein, kann man die
entsprechenden Sinus- und Cosinuswerte des jeweiligen Winkels ablesen. Der
Cosinuswert lasst sich in der x — Richtung und der Sinuswert in der y- Richtung ablesen.
Die Hypotenuse in diesem Dreieck ist der Radius, der ja im Einheitskreis 1 ist.

Also gilt: sin? ¢ + cos? ¢ = 1.

Abb. 18 Einheitskreis
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5.5 Cosinussatz

Der Cosinussatz gilt als eine Verallgemeinerung des pythagordischen Lehrsatzes, um

ihn in allen Dreiecken anwenden zu kdnnen.

Abb. 19 Cosinussatz

Man konstruiert ein beliebiges Dreieck und zeichnet die Hohe auf die Seite a ein.

Dadurch erhdlt man zwei rechtwinkelige Dreiecke, AABS und AASC. Nach dem
pythagoriischen Lehrsatz gilt in AABS: ¢c? = BS? + ha? & ha? = c?- BS?.Im

Dreieck AASC gilt: b> = SC? + ha? © ha? = b?- SC?. Da die linke Seite bei beiden
Gleichungen h, ergibt, missen die beiden rechten Seiten das gleiche Ergebnis liefern.
Daher kann man sie gleichsetzen: c¢?- BS2 = b2%- SC2. Man formt die Gleichung um,
zu c?2 = b% + BS?- SC2. Wie auch in der Zeichnung zu erkennen ist, ergibt BS + SC
die Seite a. In weiterer Folge setzt man daher in die Gleichung fiir BS a - SC ein und
erhdlt: ¢ = b2+ (a —ﬁ)z - Sc2.

Im néchsten Schritt 16st man die Klammer auf: ¢? = b? + a?- 2a.SC + SC* —SC?. Das

SC? hebt sich auf und man erhilt: ¢2 = b% + a?- 2a.SC.
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Da man mit dem Ausdruck nicht weiterrechen kann, ersetzt man SC durch einen

Ausdruck mit Cosinus. SC ist im Dreieck AASC vom Winkel y die Ankathete und die

Ankathete . . SC
ist, erhadlt man: cosy = -

Seite b die Hypotenuse. Da der Cosinus gleich Hypothemise
Daraus folgt weiter: SC = b. cosy.

Setzt man das in die Gleichung von oben ein, kommt man zu dem Ausdruck c? = b? +
a?- 2a.b.cosy. Um die Gleichungen fiir a> und b? zu erhalten, muss man diese

Formel zyklisch vertauschen. Das bedeutet, dass man jede DreiecksgroRRe durch die
nachste in alphabetischer Reihenfolge ersetzt. Dieses Verfahren muss man anwenden,
wenn man Winkel und Seiten von ebenen Dreiecken in Beziehung setzt. Nur so rechnet
man mit richtigen Verhaltnissen weiter. Man erhalt nach zyklischer Vertauschung:

a’ = b%? + ¢? — 2b.c.cosa und b? = a® + ¢ — 2a.c.cosp.

Der pythagoraische Lehrsatz ist demnach ein Spezialfall des Cosinussatzes. Wenny =

90° gilt und man in die Gleichung c? = b? + a?- 2a.b. cosy einsetzt, erhilt

man c? = a? + b?, da cos 90 = 0 gilt.
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5.6 Kegelschnitte

Auch bei der Berechnung und Darstellung verschiedener Kegelschnitte wendet man
den pythagoraischen Lehrsatz an. So beruht die Kreisgleichung auf diesem Satz, aber
auch die Berechnung der Brennweite bei der Ellipse und die Berechnung der linearen

Exzentrizitat bei der Hyperbel.

5.6.1 Kreis

Eine mogliche Form der Darstellung eines Kreises lautet: (x — x,,,)% + (y — y,p)? =172,
wobei x und y die Koordinaten eines Punktes auf der Kreislinie und x,, und y,, die
Koordinaten des Mittelpunktes sind. Befindet sich der Mittelpunkt des Kreises im
Koordinatenursprung, der Mittelpunkt hat also die Koordinaten (0|0), ergibt sich fir
den sogenannten Ursprungskreis die Kreisgleichung x? + y? = r2. Voraussetzung fiir
diese Gleichungen ist jeweils ein Dreieck im Kreis, das die Katheten (x — x,,) und

(y — ¥) und die Hypotenuse r aufweist. Mithilfe des pythagoraischen Lehrsatzes

kommt man also zur Kreisgleichung.

Abb. 20 Kreis
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5.6.2 Ellipse

Die Definition einer Ellipse lautet: ,Flr die Punkte X einer Ellipse gilt: Die Summe der
Abstdande zu den Brennpunkten ist stets 2a.” (Brand Clemens u.a., Thema Mathematik
7, S. 148).

Der eine Brennpunkt F; hat die Koordinaten (e|0), der andere Brennpunkt F, hat die
Koordinaten (-e|0), wobei e die Brennweite bzw. die lineare Exzentrizitdt bedeutet.
Diese kann wiederum mit dem pythagoraischen Lehrsatz berechnet werden:

e? = a? — b?. In dieser Formel steht a fiir die Hilfte der Hauptachse AB und b fiir die

halbe Nebenachse CD.

D

Abb. 21 Ellipse
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5.6.3 Hyperbel

Man spricht von einer Hyperbel, wenn folgender Satz gilt: ,Die Differenz der Abstdande
zu den Brennpunkten ist (je nach Ast) + 2a.“ (Brand Clemens u.a., Thema Mathematik
7,S.152). Wie bei der Ellipse haben auch die Brennpunkte bei der Hyperbel die
Koordinaten (e|0) und (-e|0). Diese kann mithilfe des pythagoréaischen Lehrsatzes in
Form von e? = a? + b? berechnet werden, wobei a fiir die groRe Halbachse und b fiir
die kleine Halbachse steht. Die Punkte A und B auf der Hyperbel werden als
Hauptscheitel bezeichnet und haben die Koordinaten (a|0) und (-a|0). Die

Nebenscheitel C und D haben als Koordinaten (0|b) und (0]-b).

Abb. 22 Hyperbel

34



5.7 Integralrechnung

Um den Abstand zwischen zwei Punkten auf einer geraden Linie berechnen zu kénnen,
hat schon Euklid die Abstandsformel gepragt. Fir die Berechnung von Abstdnden von
Punkten auf Kurven gibt es kein elementares Rechenverfahren. Um die Flache unter
einer Kurve ausrechnen zu konnen, haben Isaac Newton und Gottfried Wilhelm
Leibnitz unabhdngig voneinander die Integralrechnung um 1670 entwickelt. Sie gilt als
wichtigste Erkenntnis seit Euklids Buch ,Elemente”, das fast 2000 Jahre davor

erschienen ist.

ds | dy

dx

Abb. 23 Untersummen

Um die Lange der Kurve berechnen zu kénnen, schreibt man der Kurve Rechtecke ein
und unterteilt somit den Graphen der Kurve in lauter gerade Abschnitte, wobei jeder
Abschnitt die Hypotenuse eines Dreiecks darstellt mit den Seiten dx und dy. Wenn die
Unterteilung klein genug ist, entspricht ds ungefahr dem Wert der Bogenlange
zwischen den zwei gewahlten Punkten. Macht man die Unterteilung immer feiner, so
werden dx und dy auch immer kleiner und daher gilt: ds? = dx? + dy?. Dieser

Ausdruck ist als pythagoraischer Lehrsatz der Differenzialrechnung bekannt. Lost man

diese Gleichung nach ds, erhdlt man ds = \/dx? + dy?.
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2
Das wiederum ist gleichzusetzen mit ’1 + (%) dx. Die gesamte Bogenlange s ist die

unendliche Summe von allen ds Werten. Diese Summe kann man Uber das bestimmte

2
Integral berechnen: s = fba 1+ (Z_Z) dx .Day = f(x) die Gleichung fiir die Kurve

. dy c.. . - . . .
ist, steht é fir y". Nun setzt man das in die Gleichung ein und erhalt folgendes

Ergebnis: s = fba 1+ y?dx.
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5.8 Berechnung vonnt

Die bis dahin genaueste Berechnung der Kreiszahl rt ist Archimedes mithilfe des
pythagordischen Lehrsatzes gelungen. Um die Zahl it zu berechnen, hat er den Kreis
guadratisch gemacht, indem er in und um den Kreis Vielecke gezeichnet hat, die als
eingeschriebene und umgeschriebene Vielecke bezeichnet werden. Er hat Vielecke mit
immer mehr Seiten konstruiert. Somit ist der Umfang der Vielecke im Kreis immer

grofRer geworden und der Umfang der Vielecke auRerhalb des Kreises immer kleiner.

C o . N T . 10
Schliefilich hat er den Wert von 1t eingrenzen kénnen, namlich i muss zwischen 3H

10,,
und 3 —liegen.
70

Abb. 24 Graphische Anndherung von it

Zu sehen ist ein Kreis mit Mittelpunkt O und Radius 1. In den Kreis wird ein Vieleck mit
n Seiten eingeschrieben, von dem eine Seite durch die Strecke AB reprasentiert wird.

Das Vieleck muss jedoch jeweils n gleiche Seiten und n gleiche Winkel aufweisen. S, ist
die Linge einer Seite. Die Strecke OC steht normal auf die Seite AB und wird dann um
CD verlangert, damit sie den Kreis beriihrt. Der Punkt D halbiert die Ldnge von A nach
B auf der Kreislinie. Daher sind AD und BD Seiten eines Vielecks mit 2n Seiten. Die

Seiten von diesem Vieleck werden mit s,,, bezeichnet.
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Abb. 25 Vieleck im Kreis

Wendet man im Dreieck AACD den pythagordischen Lehrsatz an, erhalt man: AD?=
AC?+ CD* Weiter gilt: CD = 0D — OC. Setzt man das in die vorhergehende Gleichung
ein, erhilt man: AD* = AC* + (0D - OC)*.

Im Dreieck AACO gilt: OC =+ 0A% — AC?2. Das setzt man in die erste Gleichung ein und

erhilt AD?>=AC? + (0D -V 0AZ — AC?).

OD = 0A =1, da durch diese Strecken der Radius beschrieben wird und dieser 1 ist.

AC = S?” und AD = s,,. Das setzt man wieder in die vorhergehende Gleichung ein.
2

2 2
Man erhilt also folgende Gleichung: s2, = (S?") + |1- [1 - (S—") ]

Umgeformt ergibt sich fir diese Formel: S;n°=2— 4 — s2.Um s;, zu erhalten, muss

man auf beiden Seiten die Wurzel ziehen und erhélt s,, = [2 — /4 — s2.
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Zuerst zeichnet Archimedes in den Kreis ein Sechseck. Hierbei ist jede Seite eine

Einheit lang. Fir ein Zwolfeck ist jede Seite \/2 —V4—-1= \/2 — /3, firr ein Vieleck

mit 24 Seiten \/2 - ’4 - (2 - \/§) = \/2 - ’(2 + \/§) Fur ein Vieleck mit 96 Seiten
gilt daher: sq6 = |2 — \/(2 + ,’2 +V2+ \/§> Um den Umfang dieses Vielecks zu

erhalten multipliziert man sgg mit 96. AnschlieRend dividiert man das Ergebnis durch 2,

um 1 zu erhalten, da it die Halfte des Umkreises ist. Man erhalt

Sog =48 |2 — \/2 + ,/2 ++/2 ++/3 = 3,14103, also ungefahr 3%

Dieses Verfahren wendet Archimedes auch flir umgeschriebene Vielecke an. Die

Formel, die er dafiir verwendet, kann man mithilfe des pythagorédischen Lehrsatzes

wiederum beweisen.

AB ist die Seite eines Vielecks. Die Mitte dieser Strecke liegt bei C und auBerdem

berthrt die Seite in diesem Punkt den Kreis, also ist ¢ OCB = 90°. AnschlieRend

verlangert man die Seite OC so lange, bis sie das Quadrat im Punkt E beriihrt. Da 0D

normal auf ED und BC normal auf EC steht, miissen die Winkel <EOD und < EBC gleich

grofd sein. Daher sind die beiden Dreiecke AEOD und AEBC einander dhnlich. Aufgrund

dieser Ahnlichkeit gilt weiter: ED : OD = EC :

S

EC=0E-0C = YOD?2 +ED? — cWenED=%undﬁzﬁ=1gnt,erhalt

2
man: |12 + (S?”) — 1. Nun setzt man das in die Formel fir das Verhaltnis der Seiten

ein unter der Bedingung, dass BC = % gilt.

Daraus resultiert: (S?”) 1 = ( 12 + (S?”)z — 1): (SZT”)
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Nun formt man die Gleichung so um, dass s, alleine auf der linken Seite steht und

2 /4+s,21—4

Sn

erhalt schlieBlich diese Formel: s,, =

3(2 nyiz

s./2

Abb. 26 Vieleck um Kreis

Fiir ein Sechseck gilt: Das Dreieck AOAB ist gleichseitig, weshalb 0A = OB = AB = s,

gilt. Im rechtwinkeligen Dreieck AOAC gilt: 042 = 0C? + AC?.0Cist 1, AC ist%6 und
PR 2
OA ist s, also folgt: s = 12 + (52—6) . Durch Umformung dieser Gleichung erhalt

man: sg = 2 \é—g Dieses Ergebnis setzt Archimedes wieder in die Formel

2 /4+52—4
Sop = " ein. Er wiederholt den Vorgang einige Male, bis er bei sgg angelangt

Sn
ist. Um rt anndhern zu kénnen, muss man das jeweilige Ergebnis wieder mit n, also in

dem Fall mit 96, multiplizieren und anschliefend durch 2 dividieren. Dann erhalt man

fur t den Wert 3,14271, also ungeféhr 3 %‘
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Abb. 27 Sechseck um Kreis

So hat Archimedes herausgefunden, dass m zwischen 3,14103 und 3,14271 liegen
muss. Heute weild man, dass 1t eine unendliche, nicht periodische Dezimalzahl ist,

angenahert als m =3,141592654...

No.
of
sides

12
24
48
96
180
360
720
1440
2880
5760

Archimedes
stopped here.

Abb. 28 Niherungswerte fiir



6 Fazit

Diese Arbeit zeigt, dass der pythagordische Lehrsatz nicht von Pythagoras stammt, da
der Satz in einer Vorform schon um 1800 vor Christus bei den Mesopotamiern bekannt
war. Auch die Annahme, dass der erste Beweis des Lehrsatzes von Pythagoras stammt,
wird in dieser Arbeit verneint. Der erste Uberlieferte Beweis stammt bereits aus China
aus ca. 1100 vor Christus. Der Beweis des Lehrsatzes, der vielfach Pythagoras
zugeschrieben wird, ist in einem Werk von Euklid festgehalten. Ob Euklid den Beweis
geflihrt hat und ihn nach Pythagoras benannt hat oder ob die Schiiler von Pythagoras
den Beweis zuerst gefiihrt haben und Euklid ihn lediglich aufgeschrieben hat, bleibt
ungeklart. Dass dieser Beweis des Satzes von Pythagoras selbst stammt, ist am

unwahrscheinlichsten.

Wie bedeutend der Satz fir die Mathematik ist, zeigt sich allein an den 371 bekannten
Beweisen. Einige sind sogar von beriihmten Personlichkeiten, wie von Ptolemaus,
gefihrt worden. Andere Beweise stammen wiederum von Studenten. Ann Condit hat
zB. den Beweis von Euklid weitergefiihrt, als sie noch studiert hat. Der pythagordische
Lehrsatz spielt zudem nicht nur eine wesentliche Rolle bei der Berechnung von
einfachen rechtwinkeligen Dreiecken, sondern auch in weiteren Teilen der

Mathematik, wie zB. der Integralrechnung.

Der pythagoraische Lehrsatz ist sogar noch verallgemeinert worden, sodass er in allen
Dreiecken anwendbar ist. Dieser Satz wird als Cosinussatz bezeichnet. Aber auch der
Kathetensatz und der Hypotenusensatz gelten als Anwendungsbeispiele fir den Satz
des Pythagoras. AuBerdem kann man mithilfe des pythagordischen Lehrsatzes am
Einheitskreis fir diverse Winkel ihre dazugehorigen Sinus- und Cosinuswerte
berechnen. Und Archimedes hat mithilfe des pythagoraischen Lehrsatzes die Kreiszahl

1t so genau annahern kénnen wie niemand vor ihm.
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