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Abstract

Das Thema dieser Arbeit mit dem Titel ,, Kombinatorische Untersuchung mehrdimensiona-
ler Entsprechungen platonischer Korper® erhélt seine tibergeordnete Bedeutung dadurch,
dass es einige der Grundlagen der Polyedrischen Kombinatorik, einer sehr aktuellen For-
schungsrichtung, beinhaltet. Die Arbeit befasst sich insbesondere mit der Fragestellung,
welche gemeinsamen Eigenschaften sich fiir gewisse Spezialfiille regulérer abstrakter Poly-
tope finden lassen.

Die Moglichkeit einer vollstdndigen Aufzéhlung und expliziten Angabe aller existenten
Polytope einiger minderer Rédnge wird erdrtert. Wo sich diese als nicht moglich heraus-
stellen, wird versucht, Polytope durch charakteristische Eigenschaften formal zu beschrei-
ben. Verschiedene Thesen iiber Zusammenhénge zwischen diesen Eigenschaften werden
iiberpriift. Zur Behandlung des gestellten Themas werden Polytope durch Halbordnun-
gen modelliert. So kann auf bestehende Methoden der Algebra zuriickgegriffen werden,
um ihre Struktur zu untersuchen. Des Weiteren wird die kombinatorische Methode des
doppelten Abzihlens angewandt, um Gleichungen zwischen f-Vektor, Schliafli-Symbol und
Fahnenzahl aufzustellen. Die Eindeutigkeit der fiir niedrige Rénge explizit angegeben Poly-
tope wird gezeigt. Weiters werden fiir hohere Rénge Zusammenhénge zwischen f-Vektor,
Schlafli-Symbol, Eulerscher Charakteristik und der Fahnenzahl o bewiesen. Schliefllich
werden unter anderem diese vier genannten Eigenschaften fiir die wichtigsten Polytopfa-
milien allgemein ermittelt.



Abstract

This paper’s topic owes its overall significance to the fact that it adresses some of the
basics of polyhedral combinatorics, a branch of current research. The paper, entitled On
regular abstract polytopes, is to determine which common properties can be found in certain
special cases of abstract polytopes.

The possibility of listing and explicitly defining all existent polytopes of certain minor
ranks is discussed. Where this fails, it is tried to describe polytopes by various character-
istic properties. Theses about relations between these properties will be verified. For this,
polytopes are modelled by partially ordered sets, which allows for the usage of existing
algebraic methods. Furthermore, the method of double counting is applied in order to
find equations linking f-vector, Schléfli symbol and flag number. The uniqueness of the
polytopes specified in minor ranks is shown. For higher ranks, connections between f-
vector, Schléifli symbol, Euler characteristic and flag number o are proved. Finally, these
four properties are determined generally for the most important polytope families in all
ranks.



Summarium

Significatio superior thematis huius editionis De corporibus multarum di-
mensionum abstractis et regularibus intitulate in fundamentum calcu-
li coniunctionibus corporum, disciplinee mathematicee preesentis, tractare sita est. Quae
stiuncula solvenda principalis est: Quae proprietates communes quorundam casuum spe-
cialium corporum multarum dimensionis abstractorum et regularium inveniri possunt?

De possibilitate omnia corpora minorum dimensionum enumerare et specificare disser-
tatur. Si hoc non est possibile, quibusdam indiciis corpora formaliter describere probatur.
Varize hypotheses de his proprietatibus verificantur. Ad has quaestiunculas tractandum
corpora structurae algebraicee aspectantur, quomodo rationes algebrae utari licet. Aqua-
tiones de f-vectore, symbolo Schleeflii, numeroque vexillorum ad inveniendum ratio bis nu-
merandi adhibetur. Singularitas illorum corporum minorum dimensionum specificatorum
atque condiciones inter f-vectorem, symbolum Schleeflii, numerum vexillorum, characte-
reque Euleri demonstrantur. Denique, inter alise, hae quattuor proprietates summarum
familiarum corporum determinantur.
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Kapitel 1

Einleitung

Ocaitnroct (ca. 417 — 369 v. Chr.) wusste erstmals von den fiinf Platonischen Kérpern, den
regelméfBigen Polyedern. Diese untersuchte er hinsichtlich ihrer einfachsten Eigenschaft: der
Anzahlen ihrer Ecken, Kanten und Fldchen. Seither wurden zwei wichtige Verallgemeine-
rungen gefunden. Zunéchst, die Erweiterung der dreidimensionalen Polyeder auf Korper
beliebiger Dimensionszahl. Neben Polygonen und Polyedern kénnen so auch ihre mehrdi-
mensionalen Entsprechungen, allgemein als Polytope bezeichnet, definiert und untersucht
werden. Schliellich, die Verallgemeinerung von geometrischen auf abstrakte Polytope. An-
statt Mengen von Punkten im Fuklidischen Raum zu betrachten, wird die Struktur jener
Korper algebraisch modelliert. Diese Abstraktion vereinfacht nicht nur jegliche kombina-
torischen Uberlegungen, sondern erweitert auch die Definition des Polytops um solche, die
aufgrund geometrischer Beschrankungen nur in der abstrakten Form auftreten kénnen, auf
welche jedoch dieselben Uberlegungen angewandt werden kénnen.

In der vorliegenden Arbeit sollen anfiéinglich fiir abstrakte regulére Polytope erneut die
ersten Fragen der Antike gestellt werden: Wie viele Ecken haben sie, wie viele Kanten, wie
viele Seiten, allgemein wieviele Unterpolytope vom Rang n? Diese Anzahlen bilden den
sogenannten f-Vektor. Natiirlich ist die gleiche Fragestellung hier weitaus umfassender:
Statt der fiinf regelméfligen geometrischen Polyeder werden abstrakte Korper von beliebi-
ger Dimension betrachtet. Weitere Eigenschaften (ndmlich die Eulersche Charakteristik,
das Schléfli-Symbol und die Fahnenzahl) sollen ebenfalls bestimmt werden, um darauf
aufbauend die Untersuchung elementarer Beziehungen zwischen diesen zu ermdoglichen,
welche den Kern der Arbeit bildet.

In den Kapiteln 2 und 3 werden ausfiihrlich und genau die Definitionen eines abstrakten
Polytops sowie der zu untersuchenden Eigenschaften angegeben. Auch in den folgenden
Kapiteln finden sich einige Definitionen; dies im Allgemeinen nicht frither als notwendig,
doch viele sind fiir jegliche weitere Behandlung des Themas unerlasslich und miissen daher
ganz am Anfang stehen. In Kapitel 4 werden einige allgemeine Beziehungen zwischen
jenen Eigenschaften gefunden, die jedoch schnell an ihre Grenze stoflen, namlich Rang 4.
Darum werden daraufthin Spezialfille von besonderem Interesse betrachtet, fiir die auch im
gegebenen Rahmen dariiber hinaus gehende Erkenntnisse gewonnen werden kénnen. Dies
sind zunéchst alle existenten Polytope vom Rang kleiner gleich 2, welche der Reihe nach
aufgezéihlt und analysiert werden. AnschlieBend werden die wichtigsten Polytopfamilien
allgemein behandelt, welche jeweils zuerst definiert und dann hinsichtlich der genannten
Eigenschaften untersucht werden. Besondere Aufmerksamkeit wird dem Simplex, der mit
Ausnahme des Ditops (fiir welches diese Untersuchung auf Trivialitdten reduziert wiirde)
einfachsten Famlie, gewidmet: Exemplarisch wird der vergleichsweise umfangreiche Beweis
fiir die Wohldefiniertheit erbracht, auch alle weiteren Behauptungen, wie die Regularitét,
werden bewiesen, worauf bei den nachfolgenden Polytopfamilien grofiteils verzichtet wird.

Natinisiert: THEAITETOS



Die Kapitel 2 und 3 basieren wesentlich auf den Werken dreier Autoren, sowie Sekun-
darliteratur zu diesen. Jene sind, erstens, EOK)\SfSY]CQ von Alexandria, der Entdecker der
Geometrie: Sein grofites Werk, Ytovyela, miindet in den Beweis dafiir, dass genau fiinf
regelmaflige Polyeder existieren, vermutlich eine urspriingliche Erkenntnis des Ocaitntog
(Eddeldne um 300 v.Chr.). Zweitens, der Brite H.S.M. COXETER, welcher mit seinem
Werk Regular Polytopes wesentliche Beitrége zur Polyedertheorie leistete (COXETER 1948).
Drittens schliellich, der deutsche Professor GUNTHER M. ZIEGLER, dessen Lectures on Po-
lytopes ein Standardwerk zu den Grundlagen abstrakter Polytope sind (ZIEGLER 1995).

In den Kapiteln 4 bis 6 finden sich seltener Zitationen. Die enthaltenen Thesen las-
sen sich ndmlich unabhéngig, allein aufgrund der zuvor vorgestellten Theorie (sowie der
Kenntnis der fiinf platonischen Kérper), finden. Die inhaltlichen Aussagen dieser Kapi-
tel werden, wie tiblich, als mathematische Sétze formuliert. Wo moglich, folgen Beweise;
stellenweise mussten diese zum Zweck der Kiirze ausgelassen werden.

Gewiss sind jene Sétze so oder in anderer Form seit Jahrhunderten bekannt; sie liegen
schlieBlich bei den Grundlagen der Polyedrischen Kombinatorik, eines eigenen Zweiges der
mathematischen Wissenschaft. Ganz sicher enthélt die vorliegende Arbeit also keinerlei
neuartige Resultate. Etwas anderes war selbstverstdndlich von Anfang an undenkbar, je-
doch hiétte sie ein aktuelleres Thema der Polyedrischen Kombinatorik behandeln kénnen.
Die Griinde dafiir, dass der Autor sich gegen ein solches entschied sind zwei: Nicht nur
wiirde das verhindern, den kompletten Aufbau der Theorie abstrakter Polytope bis zu
jenem Grad, auf dem die gestellten Fragen beantwortet werden, Teil der Arbeit sein zu
lassen, sodass diese ohne Vorwissen unverstéindlich wére, sondern sie vor allem auch zu ei-
ner rein reproduktiven Arbeit machen, wohingegen so immerhin das Alte erneut, vielleicht
aber auch auf eine neue Weise gefunden werden kann. Beides, die Vollstandigkeit beziig-
lich der Grundlagen ebenso wie die Produktivitét, war dem Autor wichtig. Und sicherlich
findet sich, sei es in der Art, wie die Beweise unter Verwendung der Fahnenzahl gefiihrt
werden oder in der genauen rekursiven Definition von abstraktem Simplex, Hyperkubus
und Kreuzpolytop unter Verwendung der Halbordnung, doch etwas Originalitét.

2germanisiert: EUKLID



Kapitel 2

Definitionen

2.1 Abstrakte Polytope

Polytope werden gewohnlicherweise als Teilmengen des euklidischen Raumes R” definiert,
wobei durchaus mehrere zueiander nicht dquivalente Definitionen verwendet werden (vgl.
COXETER 1948: 1). Eine Definition fiir konvexe Polytope ldsst sich hierbei leicht angeben,
z. B. als konvexe Hiille einer endlichen Menge von Punkten oder als nichtleere Schnittmenge
endlich vieler Halbrdume (vgl. PINTER 1997: 2); eine allgemeine Definition ist schwieri-
ger. Jedoch soll hier lediglich die Struktur der Polytope betrachtet werden und in dieser
gleichen sich beispielsweise alle Fiinfecke; es ist daher nur umsténdlich, zwischen diesen
zu unterscheiden. Eben deshalb ist eine abstrakte Definition des Polytops sinnvoll. Zur
Unterscheidung werden die derart definierten als abstrakte Polytope bezeichnet. Zunéchst
miissen jedoch einige Begriffe eingefiihrt werden.

In einer Halbordnung H = (M, <) heiflen zwei Elemente A,B € M inzident (in
anderem Zusammenhang sonst vergleichbar), wenn A < B oder B < A, formal geschrieben
als A <~ B. Wir schreiben A < B, falls A < B und A # B. Es gilt B bedeckt A, formal
A =< B, falls A < B, aber kein Element C existiert, sodass A < C < B (vgl. BARON et al.
1992: 12f.).

Eine Untermenge K von M heiBe Kette von H, falls (K,<)' eine Totalordnung ist.
Die Ldinge einer Kette ist die Anzahl ihrer Elemente minus eins. Eine Kette, die keine
Untermenge einer anderen Kette der Halbordnung H ist, heifle Fahne (in anderem Zu-
sammenhang sonst maximale Kette).

Eine Halbordnung (M, <) heiBe beschrdnkt, falls ein minimales Element 0 mit 0 < A
fir alle A € M und ein maximales Element 1 mit A < 1 fiir alle A € M existieren.
M\ {0,1} heift der eigentliche Teil von M.

Fine Rangfunktion ist eine Funktion rang : M — N fiir die gilt

A < B = rang(A) < rang(B) und A < B = rang(A) +1=rang(B).

Eine beschrinkte Halbordnung H = (M, <) heifle gradiert, falls auf M eine Rangfunktion
existiert. Die Existenz einer Rangfunktion ist fiir beschrinkte Halbordnungen H dquivalent
dazu, dass alle Fahnen von H dieselbe Lénge haben (vgl. MIXER 2009: 2). Diese Linge
wird ebenfalls als Rang von H bezeichnet. Fiir rang(0) = 0 ist der Rang von H gleich
rang(1). Es ist im Zusammenhang mit abstrakten Polytopen im Sinne der Aquivalenz zu
der Dimension eines geometrischen Polytops iiblich, Rangfunktionen rang : A — NU {-1}
zu definieren und zur Konsistenz weiters den Rang der Halbordnung als den Rang des

maximalen Elements festzulegen, welcher nun jedoch um eins kleiner ist als die Lénge der

!'Da die Relation < als Menge von Paaren von Elementen von M definiert ist, miisste es eigentlich
(K, < N K?) heiBen. Hier und in den folgenden Fillen soll auf diese Genauigkeit aber verzichtet werden, es
wird stattdessen einfach (K, <) geschrieben.



Fahnen. Dadurch gehen jedoch niitzliche Eigenschaften der Rangfunktion verloren. Dem
Autor scheint es deshalb besser, rang als echte Rangfunktion, d. h. nach N mit rang(()) =0,
zu definieren und als sinnvolle Ergédnzung rang*(A) := rang(A) — 1 einzufiithren. So kann
rang fiir die Algebra verwendet werden und rang* fiir die Polyedrik. Ist im Text vom
,2Rang® einer Seite oder eines Polytops die Rede, so ist stets rang* gemeint, wodurch die
Aquivalenz zur Dimension erhalten bleibt.

Fir A < B sei die Sektion B/A definiert durch B/A := {C e M | A < C < B}.
Sektionen sind klarerweise beschrénkt. Ebenso wie eine eigenstéindige Halbordnung (als
welche sie ndmlich aufgefasst werden kann) hat auch eine Sektion einen Rang. Es gilt
rang(B/A) = rang(B)—rang(A). Eine Sektion B/A heifle verbunden, falls rang(B/A) < 2
oder fiir alle C, D € B/A\ {4, B} eine endliche Folge C' <~ X; <~ X9 <~ --- <= X}, <=- D
eigentlicher Elemente von B/A existiert. Eine Halbordnung (M, X) heifle stark verbunden,
falls fiir alle A, B € M mit A < B die Sektion B/A verbunden ist. Dies ist iibrigens fiir
beschriankte, gradierte Halbordnungen &quivalent dazu, dass alle ihre Sektionen fahnen-
verbunden sind, was wiederum bedeutet, dass fiir alle Fahnen ®, ¥ einer jeden Sektion
(B/A, <) eine endliche Folge von Fahnen ® = T, To,..., T = U existiert, sodass sich
Y; und Y, fiir alle 1 < ¢ < k — 1 nur um ein Element unterscheiden. (Vgl. MCMULLEN
et al. 2002: 24)

Definition 1 (Abstraktes Polytop). Fin abstraktes Polytop vom Rang n ist eine Halbord-
nung P = (F, <) fir die die folgenden Bedingungen gelten. (Vgl. MIXER 2009: 1)

1. P ist beschrinkt. (Def. 1a)
2. Es existiert eine Rangfunktion rang auf F, sodass rang*(0) = -1 und rang*(1) = n.

(Def. 1b)
3. P ist stark verbunden. (Def. 1c)

4. Zu allen F < G < H aus F ezistiert genau ein G' € F ungleich G, sodass
F <G < H gilt. (Def. 1d)

Nach Bedingung (Def. 1b) hat P den Rang n. Im Folgenden ist mit Polytop stets ein
abstraktes Polytop gemeint, ansonsten wird der Begriff geometrisches Polytop gebraucht.

Die Relation < trigt den Namen ,,ist Unterseite von*.?

also eine bijektive Abbildung & : F — G existiert, sodass fir alle A,B € F gilt:
B < 6(A) < &(B). (Vgl. SCHARLAU 2012: 222)

Die kombinatorische Aquivalenz ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.

2.2 Spezielle Namen

Sei P = (F, <) ein Polytop vom Rang n. Dann heiflen die Elemente von F Seiten von P;
0 und 1 heiBen uneigentliche Seiten. Die Menge der Seiten des Polytops, die vom Rang
k sind, oder kurz der k-Seiten, wird mit Fj bezeichnet. Die Seiten vom Rang 0 heiflen
auch FEcken, die Seiten vom Rang 1 Kanten, jene vom Rang 2 Polygone, Seiten vom Rang

2In anderen Quellen wird ,ist Seite von“ verwendet, da oft nicht nur ungenau zwischen 1 und P selbst
nicht unterschieden wird, sondern auch alle anderen A mit A/ 0 gleichgesetzt werden, sodass, wird die
Sektion A/0 als Polytop betrachtet, alle B mit B < A als Seiten von A bezeichnet werden kénnen. Hier
hingegen sollen diese in Analogie zum bei Halbordnungen allgemein verwendeten Begriff des Unter- und
Oberelements die Unterseiten von A heiflen.
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3 heilen Polyeder, solche vom Rang 4 schliellich Polychora. Dieselben Namen wie die k-
Seiten tragen auch Polytope vom Rang k (da Seiten ja auch als Unterpolytope betrachtet
werden konnen). Die uneigentliche Seite 1 heiBt Rumpf, die Seiten vom Rang n — 1 heiBen
Facetten, jene vom Rang n — 2 Grate und solche vom Rang n — 3 Spitzen.

2.3 Regularitit

Sei P = (F, <) ein Polytop und ¥ die Menge seiner Fahnen. Eine Bijektion & : F — F hei-
Be Symmetrie oder kombinatorischer Automorphismus, falls sie ordnungserhaltend ist. €2
sei die Menge der Symmetrien von P. Es heifle I' = (Q2, 0) die Automorphismengruppe von
P, wobei o der Verkniifpung, d.h. der aufeinanderfolgenden Anwendung zweier Elemente
von () entspricht. Es sei nun ¢ eine Gruppenoperation von I' auf ¥, also ¢ : Q@ x ¥ — X
sodass fiir alle &, 9 €  und alle ® € X gilt:

90(6 09, (b) = (p(@, 90(57 @))

sowie
o(e, @) = D,

wobei e das Einheitselement von I' bezeichnet. (Vgl. #83L# et al. 2010: 144)
Wird definiert g : ¥ — X : @ — (&, @), so gilt:

P61 08, ®) = (67 ¢(6,))
gp(e,CI)) - 90(6_1790(@7@))
D = U (te(@)

¢( &) ist also eine Umkehrfunktion von 1. Durch Substitution von &! fiir & ergibt sich

daraus ebenso, dass auch g eine Umkehrfunktion von 1/1( ist. Y ist somit fiir alle

&1
& € ) eine Bijektion, eine Permutation von Y. Dies konnte auch so ausgedriickt werden:
Die Gruppenoperation ¢ ordnet jeder Symmetrie eine Permutation der Fahnen zu. Es wird

nun ¢ derart gewahlt, dass
Aed — B(A) € ¢(6,D)

fiir alle A € F, alle ® € ¥ und alle & € Q. Durch diese Forderung miissen die jeweiligen
Symmetrien auch den ihnen zugeordneten Permutationen von ¥ entsprechen. Wir sagen,
I" operiere transitiv auf X, falls gilt: Fiir alle &, ¥ € ¥ existiert ein & € 2, sodass

o(B,P) = .

Ist dies der Fall, so heifle das Polytop P reguldr oder regelmdfsig. Zusammengefasst gilt
also die folgende

Definition 3 (Regularitit). Ein abstraktes Polytop, dessen Gruppe ordnungserhaltender
Bijektionen auf den Seiten (also Symmetriegruppe) transitiv auf der Menge seiner Fahnen
operiert, heifit reguldr. (Vgl. MCMULLEN et al. 2002: 31)

11



Kapitel 3

Zu untersuchende Eigenschaften

3.1 f-Vektor

Die Anzahl der k-Seiten eines Polytops wird mit f; bezeichnet. Ist P ein Polytop vom
Rang n, so heiit der Vektor f = (f_1, fo,..., fn) f-Vektor von P. Falls Unklarheit dar-
iiber besteht, um welchen Polytopes f-Vektor es sich handelt, so wird auch f(P) =

(f-1(P), fo(P), ..., fn(P)) geschrieben.

3.2 FEulersche Charakteristik

Ein topologischer Wert, der zur Klassifizierung von Polytopen (und, in einer allgemeineren
Form, nicht nur diesen) herangezogen werden kann, ist die Fulersche Charakteristik x, auch
X(P). Sie ist definiert durch:

n—1
X = (_1)ifz
1=0
Fiir n = 3 gilt beispielsweise
x=Jfo—fi+ [

Im Ubrigen gilt bekanntlich fiir geometrische Polyeder der Eulersche Polyedersatz (vgl.
CAucHY 1813: 16-18)

fo—fi+ fa=2,
der also #quivalent ist zu Y = 2. Er lisst sich auch auf n-dimensionale' Polytope zum
FEuler-Schlifli-Satz verallgemeinern: Dieser wurde als Vermutung gefunden von LUDWIG

SCHLAFLI, einem schweizer Mathematiker (vgl. SCHLAFLI 1901: 117), jedoch bewiesen erst
durch den Franzosen HENRY POINCARE (vgl. POINCARE 1893: 144f.).2

Satz 4 (Euler-Schléfli-Satz). Fir alle geometrischen Polytope gilt

n—1

Z(_l)lfl =1- (_1)717

1=0

was dquivalent ist zu y = 1 — (-1)". Es sei angemerkt, dass die naheliegende Erweiterung
der Grenzen zu i = -1 und ¢ = n den Satz in die weitaus elegantere Form Y _,(-1)"f; =
0 brichte. Jedoch hat die Charkteristik x eine weit iiber die hier betrachteten Gebiete

'Bei geometrischen Polytopen spricht man statt vom Rang von der Dimension.

2Die weiter zuriickliegende Datierung von POINCARES Werk erklirt sich dadurch, dass SCHLAFLI seine
Theorie der vielfachen Kontinuitdt zwar in den Jahren 1850—1852 verfasste, diese aber erst 1901 gedruckt
wurde.
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hinausgehende Bedeutung und wird daher auch so verwendet, anstatt eine andere Variable
fiir >, (-1)" fi einzufiihren.

Auf abstrakte Polytope iibertragen gilt der Satz fiir all jene, welche geometrische Ent-
sprechungen haben. Die Formel kénnte darum dazu dienen, die spéter behandelten Glei-
chungen zwischen f-Vektor und Schlafli-Symbol zu vereinfachen, gilt aber eben nicht allge-
mein. Da der Spezialfall eines Polytops mit geometrischen Entsprechungen im Folgenden
im Unterschied zu anderen Spezialféillen nicht gesondert betrachtet wird, soll auch nicht
genauer definiert werden, was eine geometrische Entsprechung eines abstrakten Polytops
ist. Es mag jedoch hilfreich sein, zu wissen, dass die Gleichungen in Kapitel 4 nicht nur ana-
log fiir geometrische Polytope gelten (deren abstrakte Polytope ja eine Verallgemeinerung
sind), sondern bei diesen auch noch durch y = 1 — (-1)" vereinfacht werden kénnen.

3.3 Schldfli-Symbol

Das Schlifii-Symbol, benannt nach dem bereits erwdhnten LUDWIG SCHLAFLI, wird ge-
schrieben als

{pO,phpQ; oo apan}

und beschreibt den Aufbau eines reguldren Polytops. Hierbei entspricht py fiir ein beliebig
gewiihltes Paar aus einer (k — 1)-Seite Fj_q und einer (k + 2)-Seite Fyyo mit F_1 < Fgyo
stets der Anzahl an k-Seiten Fy, sodass gilt Fi,_1 < Fj < Fyyo. Aus (Def. 1d) folgt, dass es
ebensoviele (k+ 1)-Seiten Fj1 gibt, sodass gilt Fj,_1 < Fip11 < Fgro. Das Schlafli-Symbol
ist deshalb nur fiir regulire Polytope definiert, weil der Wert von p; bei nicht reguldren
Polytopen im Allgemeinen natiirlich abhéngig von der Wahl der Seiten Fj 1 und Fjo
wére.

3.4 Fahnenzahl

Eine weitere hilfreiche Charakteristik ist die Anzahl der Fahnen eines Polytops P, die Fah-
nenzahl o oder o(P). Aus der starken Fahnenverbundenheit des Polytops (deren Aquiva-
lenz zur in der Definition des Polytops verwendeten starken Verbundenheit nicht bewiesen
wurde, aber leicht zu zeigen ist), folgt iibrigens, dass das Abbild einer beliebigen Fahne
durch eine der Symmetrien diese Symmetrie eindeutig bestimmt. Daraus wiederum folgt
bei regulidren Polytopen durch die Transitivitdt von ¢, dass die Fahnenzahl auch die An-
zahl der Symmetrien angibt. (Vgl. ARAUJO-PARDO et al. 2010: 1876; PISANSKI et al. 2012:
3)
o= #3 = #)
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Kapitel 4

Allgemeine kombinatorische
Untersuchung

Es sollen nun, wo dies moglich ist, einige grundlegende Zusammenhéinge zwischen den in
Kapitel 3 eingefiihrten Eigenschaften gefunden werden. Hierbei ist es duflerst hilfreich,
Ketten zu zéhlen.

Sind A und B zwei Seiten eines Polytops mit rang*(A) + 2 = rang*(B), so gibt
(Def. 1d) an, dass es genau zwei Ketten von A nach B gibt, sollte mindestens eine solche
existieren, was dquivalent ist zu A < B. Gilt jedoch rang*(A)+3 = rang*(B) und A < B,
so ldsst sich die Anzahl der Ketten von A nach B stattdessen aus dem Schléfli-Symbol
ermitteln: Sei rang*(A) = k — 1. Es existieren genau p; (wobei pi die (k + 1)-te Zahl
im Schlafli-Symbol bezeichnet) k-Seiten C, sodass A < C' < B. Es gilt natiirlich fiir alle
solchen C, dass A < C, da rang*(A) + 1 = rang*(C). Somit existiert jeweils genau eine
Kette von A nach C. Jede Kette von A nach B entspricht aber der Verkniipfung, das
heifit der Vereinigungsmenge, einer Kette von A nach einem C mit einer solchen vom
selben C' nach B. Da es von jedem C aber wie oben festgestellt genau zwei Ketten nach
B gibt, entspricht die Anzahl der Ketten von A nach B dem Doppelten der Anzahl der
Seiten C' mit A < C < B, also 2py,. Zuletzt gilt, dass die Anzahl der Ketten von 0 nach 1
definitionsgeméf nichts anderes ist als o.

Fiir ein Polytop vom Rang 1 gilt natiirlich rang*(0) + 2 = rang*(1). Demnach gibt
es genau zwei Ketten von 0 nach 1; ¢ = 2. Das ist nicht sehr iiberraschend, doch auf
gleiche Weise lassen sich auch iiber Polytope von etwas hoherem Rang noch Erkenntnisse
gewinnen.

Fiir ein Polytop vom Rang 2 etwa ist rang*(0) + 3 = rang*(1). Das Schlifli-Symbol
reduziert sich zu {po}, und es gilt o = 2py, denn py gibt die Anzahl der 0-Seiten C' an,
sodass gilt 0 < C' < 1. Jedoch gilt das in diesem Fall aufgrund der Minimalitét von 0 und
der Maximalitét von 1 fiir jede 0-Seite C, und somit gibt pg tatséchlich die Anzahl aller
0-Seiten an: pg = fy. Zuletzt gilt auch py = f1, was einerseits aus Bedingung (Def. 1d)
gefolgert werden kann oder aus der vorigen (ebenfalls durch diese Bedingung gewonnen)
Feststellung, dass py ebenso die Anzahl der 1-Seiten C' mit 0 < C' < 1 angibt. Es gilt also
zusammengefasst fiir Polytope vom Rang 2:

o
P0=f0=f1=§

In Kenntnis einer beliebigen dieser drei Eigenschaften, Schlédfli-Symbol, f-Vektor oder
Fahnenzahl, lassen sich also die beiden anderen leicht ermitteln; in der Tat ist das Polytop
vom Rang 2 durch jede einzelne vollstdndig bestimmt.

Nun zum Rang 3: Hier existieren jeweils genau zwei Ketten von 0 nach einer 1-Seite C,
sowie genau zwei Ketten von C nach 1. Genau fiir jede 1-Seite existieren also vier Fahnen.
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Demnach gilt:
g = 4f1

Weiters gibt es jeweils genau eine Kette von 0 nach einer 0-Seite C' sowie genau 2p; Ketten
von C nach 1. Genau zu jeder 0-Seite existieren also 2p; Fahnen, es gilt:

o =2p1- fo

Zu jeder 2-Seite C schlieBlich gibt es genau 2py Ketten von 0 nach C' und genau eine Kette
von C nach 1:

o=2po- f2
Es gilt also die Gleichungskette

p1-fo=2f1 =po- fo

Ist der f-Vektor eines Polytops vom Rang 3 bekannt, so ldsst sich nun mithilfe der Formeln

2 20
f2 Jfo
sein Schlafli-Symbol bestimmen, es lautet ausgeschrieben
{ 2h 2h }
27 fo

Umgekehrt ist dies nicht moglich, jedoch schon, falls zusétzlich z. B. die Eulersche Cha-
rakteristik bekannt ist:

Po und D1

fo—fi+tfa=x
Durch Umformungen ergeben sich die folgenden Formeln:
X X X
Jo = 2po- J1=pop1- fo=2p1-
2po — pop1 + 2p1 2po — pop1 + 2p1 2po — pop1 + 2p1

Ohne Kenntnis von y ist dieses Gleichungssystem nach f nicht eindeutig losbar, es ist also
nicht auszuschlieflen, dass zu einem Schléfli-Symbol mehrere Polytope vom Rang 3 mit
unterschiedlichen f-Vektoren existieren (was auch tatséchlich moglich ist, siehe 6.3 und
6.3.3). Es gilt jedoch, dass die um f_; und f, gekiirzten f-Vektoren aller dieser Polytope
parallel zueinander sind, da bei einer Anderung von y die drei Komponenten mit demselben
Faktor multipliziert werden:

FE— < 2po Pop1 2py >
2po — pop1 + 2p1” 2po — pop1 + 2p1” 2po — pop1 + 2p1

Deshalb gelte die folgende
Definition 5. Zwei Polytope, deren Schlifli-Symbole einander gleichen, heiffen parallel.

Sobald es um Polytope vom Rang 4 geht, stofien derartige Uberlegungen an ihre Gren-
zen. Die Gleichungen, welche sich analog finden lassen, lauten:

o=2-f12ps
o=2py- fo-2

Diese zwei Gleichungen reichen natiirlich nicht aus, um aus f die Komponenten pg, p; und
p2 zu berechnen, zumal ¢ ebenfalls unbekannt ist.
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Kapitel 5

Polytope vom Rang n < 2

5.1 Das Nullpolytop (n = -1)

Bei einem Polytop P = (F,<) vom Rang -1 fallen 0 und 1 zusammen; F hat nur ein
Element. Somit kann nur ein solches Polytop! existieren; dieses wird Nullpolytop genannt.

0=1
Abbildung 1: Hasse-Diagramm des Nullpolytops

Die Abbildung 1 zeigt das Hasse-Diagramm des Nullpolytops, benannt nach dem deut-
schen Mathematiker HELMUT HASSE. Im Folgenden finden sich zahlreiche weitere, durch-
aus anschaulichere Beispiele fiir Hasse-Diagramme. Sie stellen eine Halbordnung (F, <)
dar, indem jedes Element von F in der Ebene eingezeichnet wird und je zwei Elemen-
te A, B mit A < B durch einen Strich verbunden werden,? wobei B iiber A liegt (vgl.
BIRKHOFF 1967: 3).

5.2 Die Ecke (n =0)

Ein Polytop vom Rang 0 kann keine eigentlichen Seiten haben, denn fiir eine solche Seite
A gilt

0 < A<1= rang*(0) < rang*(A) < rang*(1) = -1 < rang*(A) < 0.

Es besteht also lediglich aus 0 und einer uneigentlichen Ecke als Rumpf.

1
|
0
Abbildung 2: Hasse-Diagramm der Ecke

5.3 Die Kante (n=1)

Ein Polytop vom Rang 1 muss mindestens eine Seite A vom Rang 0 haben, um Bedingung
(Def. 1b) zu erfiillen. Es gilt 0 < A < 1. Daraus folgt laut Bedingung (Def. 1d), dass genau

LGemeint ist bei derartigen Aussagen natiirlich stets: ,nur eine kombinatorische Aquivalenzklasse von
Polytopen®

?Der in Abbildung 1 zu sehende Doppelstrich ist nicht etwa eine solche Verbindung, sondern ein ge-
wohnliches Gleichheitszeichen. Statt 0 = 1 hiitte auch nur 0 oder nur 1 geschrieben werden kénnen.
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eine zweite Seite vom Rang 0 existiert. Das Hasse-Diagramm der Kante sieht somit aus
wie in Abbildung 3 gezeigt.

1
/\
A B
\ /
0

Abbildung 3: Hasse-Diagramm der Kante

5.4 Polygone (n =2)

Bei Polytopen vom Rang 2 reduziert sich das Schléfli-Symbol auf {pg}. Diese eine Zahl,
po, definiert das Polytop vollstandig: Wie schon in Kapitel 4 gezeigt, gilt f = (1, po, po, 1).
Alle der verschiedenen Weisen, auf die die einzelnen Ecken im Rahmen der Definition den
Kanten als Unterseiten zugeordnet sein kénnen, sind zueinander kombinatorisch dquiva-
lent, allerdings muss gelten py > 2, damit dies auf iiberhaupt eine Weise moglich ist. Das
heifit, dass fiir & = 2,3,4,... jeweils genau ein Polygon mit exakt k& Ecken existiert. Die-
se Polygone werden, der Reihe nach, als Digon, Dreieck, Quadrat®, Fiinfeck usw., sowie
allgemein k-eck oder k-gon bezeichnet.

3Die Benennung ist in diesem Punkt inkonsistent gewihlt, meint doch die Bezeichnung ,,Quadrat® bei
geometrischen Polytopen ein regelmiBiges® Viereck, wohingegen die Begriffe ,, Dreieck®, etc. allgemein sind.
Jedoch ist es iiblich, die in 6.3 behandelte Polytopfamilie als ,,Hyperkubus“ oder ,,Hyperwiirfel“ und nicht
als ,Hyperkuboid“ zu bezeichnen, was auch nicht regelméflige geometrische Entsprechungen einschlieffen
wiirde. Deshalb soll ihr Mitglied vom Rang zwei den entsprechenden Namen tragen.

“nicht zu verwechseln mit ,regulir®
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Kapitel 6

Familien

Manche reguldre Polytope werden aufgrund spezieller Eigenschaften sogenannten Poly-
topfamilien zugeordnet. Diese besitzen jeweils genau ein Polytop von jedem Rang. Einige
Polytope gehoren gar zu mehreren Polytopfamilien, gibt es doch auch nicht mehr als eines
vom Rang -1, 0 oder 1. Drei der Familien sind von besonderem Interesse, da unter den
relevanteren nur sie Entsprechungen im Euklidschen Raum (also Entsprechungen als geo-
metrische Polytope) haben (vgl. #k11~ et al. 2011: 271); sie heiBen Simplex, Hyperkubus
und Kreuzpolytop. Erwahnenswert sind des weiteren das Ditop und der Hemihyperkubus.
Nach ihrem Rang werden einer Polytopfamilie zugehorige Polytope auch als n-Simplizes
etc. bezeichnet.

6.1 Simplex

6.1.1 Konstruktion

Der Simplex (von lat. ,simplex“ = ,einfach®) ist das einfachste Polytop unter jenen, die eine
geometrische Entsprechung besitzen. Geometrische n-Simplizes konnen némlich elegant als
diejenigen n-dimensionalen geometrischen Polytope mit der geringsten Anzahl an Ecken
definiert werden (vgl. KAGER 1992: 41). Diese Definition lésst sich nicht auf abstrakte
Polytope iibertragen, denn beispielsweise hat das Dreieck Sa, der abstrakte Simplex vom
Rang 2, drei Ecken: mehr als das Zweieck, welches keine Représentation im Euklidischen
Raum und nur zwei Ecken hat (vgl. MIXER 2009: 3).

Definition 6 (Simplex). S ist eine Menge von Polytopen, deren Elemente als Simplizes
bezeichnet werden. Das Nullpolytop, ({0},{(0,0)}), ist der einzige Simplex vom Rang -1.
Fiir alle n € NU{-1} gilt: Eine zweistellige Relation T = (M, <) ist genau dann ein
(n+ 1)-Simplex, wenn ein n-Simplex S, = (F, <), eine Partition { My, M3} von M und
eine Funktion §: M — F ezistieren, sodass gilt

1. § ist bigektiv sowohl auf My als auch auf M3. (Def. 6a)
2. Fir alle A,B € My gilt AL B <— F(4) < §(B). (Def. 6b)
3. Fir alle A,B € M= gilt A< B < §(A) < 3(B). (Def. 6c)
4. Fir alle A€ My und B € M3z gilt A B <= §(A4) < F(B). (Def. 6d)
5. Fiir alle A € Mz und B € My gilt =(A < B). (Def. 6e)

Diese Definition funktioniert rekursiv: Der Simplex S_; vom Rang -1 ist explizit ange-
geben und jeder weitere wird durch den vorhergegangenen definiert, wobei aber erst noch
zu zeigen ist, dass tatsdchlich von jedem Rang n genau ein Simplex existiert (und dieser
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demnach mit S,, bezeichnet werden kann). Bildlich gesprochen wird jedenfalls S, aus
S,, konstruiert, indem eine neue Ecke (nédmlich jenes Element von M3, dass durch § auf
0 abgebildet wird, spiter mit 351 (0) bezeichnet) hinzugefiigt wird, zu der dann von jeder
alten Ecke eine neue Kante, von jeder alten Kante eine neue Fliche, von jeder alten Fléche
ein neuer Raum, etc. gespannt wird.

Dass der Simplex durch die gegebene Definition in allen Réngen wohldefiniert ist, soll
nun in einer Serie von induktiven Beweisen gezeigt werden. Dafiir wird angenommen, S,, sei
wohldefiniert, um auf S,, ;1 zu schliefen, indem gezeigt wird, dass (fiir ein gegebenes M von
geeigneter Méchtigkeit, also 2 - #F) genau eine Relation 7" existiert, die den Bedingungen
der Definition entspricht, und dass diese ein Polytop vom Rang n + 1 ist.

Die Umkehrfunktionen zu den bijektiven Teilfunktionen von § seien S&l  F = My
und 3’51 : F — M3. Weiters bedeute A <t B, dass A < Bund A # B, A < B, dass A von
B bedeckt wird, und A < B, dass A < BV B < A, in Analogie zu den Relationen <, <
und <-.

Lemma 7. T = (M, <) ist eine Halbordnung.

Beweis. Die Behauptung ist per definitionem &quivalent dazu, dass M nichtleer (was
gegeben ist) und < reflexiv, antisymmetrisch sowie transitiv ist. Reflexivitéit, d.h. A < A
fir alle A folgt fir A € My unmittelbar aus (Def. 6b), fir A € M3 aus (Def. 6¢).
Antisymmetrie, also A < BAB < A = A = B fiir alle A, B folgt fiir A,B € My aus
Bedingung (Def. 6b), fiir A, B € M3 aus (Def. 6¢), fir A € My und B € M3 oder
umgekehrt aus der Bedingung (Def. 6e), wobei in diesem Fall natiirlich A = B unmdglich
ist. Transitivitdt bedeutet A < BA B < C = A < C fir alle A, B,C. Aufgrund von
(Def. 6e) kann die Bedingung A < B A B < C nur eintreten, falls

1. A,B,C € My,
2. A,B € My und C € M=,
3. Ae My und B,C € M3 oder
4. A,B,C € M-~.
In allen vier Fillen folgt die Giiltigkeit nach (Def. 6b), (Def. 6¢) und/oder (Def. 6d) aus der

Transitivitdt von <. Die Operation < erfiillt demnach alle notwendigen Bedingungen. [

Lemma 8. Fir alle A, B € My und alle A, B € M3 gilt:
A< B < §(A4) <3 (B) (1la)
Fiir alle A € My, B € M3 gilt:

A4 B < §(A) =3B (1b)

Beweis. Zunichst soll (1a) gezeigt werden. Hier wird angenommen, es gelte A, B € My,
der Beweis verlduft jedoch analog fiir M3. Es gilt

§(A) < 3(B)
= §(4) < S(B)
= A < B nach (Def. 6b)

Natiirlich gilt ebenso
A<« B=A<B.
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Gilt also eine beliebige der beiden Aussagen, deren Aquivalenz zu beweisen ist, so gilt auch
A < B. Es geniigt demnach, die Aquivalenz unter der Annahme A <1 B zu zeigen:

ICeEM:A<C<aB & ICeM:FA)<F)=<FDB)
Die linke Seite ist aber dquivalent zu (der Unterschied liegt in ,My“ anstelle von , M)
#C e My: A< C < B,
die rechte Seite hingegen zu
B0 € My §(4) < §(C) < 3(B),
weshalb es geniigt, zu zeigen:
ICeMpy: A< C<aB < BC € My:F(A) <F(0)<F(B)

Das aber ist gezeigt, falls fiir alle C' in My gezeigt werden kann, dass

A< C<B < §(A) <5(C)<F(B).
Es gilt aufgrund von (Def. 6a)

A#C#B <= §(A) £5(C) £3(B)
sowie nach (Def. 6b)

ALCLIB <= F(4) <3(C) <3(B),

was zu dieser Behauptung dquivalent ist.
Um (1b) zu zeigen, soll zunichst die Richtung ,,=“ betrachtet werden:

A <« B
- §(A) < §(B) nach (Def. 6d)
— F(4) < 3@ (3(B) =F(B)
— A< FHEB)<B nach (Def. 6b) und (Def. 6d)
= A = F'@&DB) aufgrund von A <1 B
= §(4) = §(B)

Die Richtung ,, <= lisst sich schliellich durch einen Widerspruchsbeweis zeigen: Es wird
ausgegangen von §(A) = §F(B) und der Annahme (woraus folgt A < B), es existiere ein
C € M, sodass A <« C < B. Ist nun C' € My, so gilt

$(4) < §(0) < F(B) =3F(A),
ist jedoch C' € M3, so gilt
§(A4) < 8(C) < 3(B) =§(4).

In beiden Féllen folgt aus der Antisymmetrie von =, dass §F(A) = §(C), was jedoch ein
Widerspruch zu §(A4) < §F(C) bzw. §F(C) < F(A) ist. Die Annahme ist demnach falsch,
und es gilt A <0 B. Somit ist die Aquivalenz gezeigt. O

Lemma 9. T = (M, Q) ist (fir ein gegebenes M von geeigneter Mdchtigkeit, also fir
#M =2 %F) eindeutig definiert.
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Beweis. Aus den Bedingungen (Def. 6b) bis (Def. 6d) folgt fiir jedes (A, B) € M x M,
ob A< B (d.h. ob (A, B) € 4), oder nicht. Die Operation < ist also eindeutig festgelegt
und 7" wohldefiniert. O

Lemma 10. 7' = (M, Q) ist ein Polytop vom Rang n + 1.

Beweis. Die erste der vier Bedingungen in der Definition eines Polytops vom Rang n + 1,
(Def. 1a), ist die Beschriinktheit. Seien 0 das minimale und 1 das maximale Element von
S,,. Dann gilt nach (Def. 6b) und (Def. 6d) fiir alle A € M, dass ' (0) < A sowie nach
(Def. 6¢) und (Def. 6d), dass A < §5'(1). T hat also sowohl ein minimales als auch ein
maximales Element.

(Def. 1b) verlangt die Existenz einer Rangfunktion rangs auf M, sodass

rangs(Fy (0) =-1  und  rangs(35'(1)) =n+1.

Diese kann definiert werden als rangs : M — N mit rangs : A — rang(§(A)) fir A € My
und rangs : A — rang(F(A)) + 1 fir A € M3, wobei rang die Rangfunktion auf F
bezeichnet. Es ist gezeigt, dass die Funktion rangs eine Rangfunktion ist, falls fiir alle
A, B € M gilt

A < B = rangs(A) < rangs(B) (2a)

A <4 B = ranga(A) + 1 = ranga(B). (2b)

Um die Giiltigkeit von (2a) zu zeigen, miissen erneut drei Fille unterschieden werden.
Gilt A, B € My, so folgt aus

A< B
_— $(4) < F(B)
— rang(§(A)) < rang(F(B))
— rangs(A) < rangx(B)
Gilt A, B € M3, so folgt aus

A < B
— F(A) < §(B)
— rang(F(A)) < rang(F(B))
— ranga(A) +1 < rangs(B) + 1
— rangs(A) < rangs(B)
Gilt A € My und B € M3, so folgt aus

A< B
— 5(4) < S(B)
— rang(§(A)) < rang(F(B))
— rangs(A) < rangs(B)+1
= rangs(A) < rangs(B)

A € M3z und B € My, ist ausgeschlossen, also gilt die Folgerung in jedem Fall.
Um (2b) zu beweisen, sei zunichst angenommen, dass A, B € My oder A, B € M.
Es folgt aus
A < B
) < 3(B)
) = rang(F(B)) +1
) = rang(B) +1

Ll
:
g
<
E
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Im anderen Fall, also wenn A € My und B € M3, folgt aus

A<« B
= 3(4) = 3(B)
= rang(§(A)) = rang(§(B))
= ranga(A) = rangz(B) +1

Da rango alle Bedingungen der Definition erfiillt, ist die Funktion tatséchlich eine Rang-
funktion auf M. Des weiteren gilt wie gefordert

mng%(%&l(@)) = 7”@7192(3"&1(0)) —1=rang(0) —1=-1

sowie A ) )
rangy(§51(1)) = rangs(33' (1)) — 1 = rang(1) = n + 1.

(Def. 1b) ist somit ebenfalls erfiillt.

(Def. 1c) verlangt, dass T' stark verbunden ist. Sei B/A also eine Sektion von 7T'. Es ist
zu zeigen, dass B/A verbunden ist. Im Fall dass rangs(B/A) < 2 ist nichts zu zeigen, da
B/A per definitionem verbunden ist. Gilt jedoch rangs(B/A) > 2, so ist zu zeigen, dass zu
allen C,D € B/A\ {A, B} eine Folge C < X} < -+ <> Xj, < D mit X; € B/A\ {4, B}
fir alle ¢ = 1,...,k existiert. Da aus A < B folgt §(A4) < F(B), ist F(B)/F(A) eine
Sektion (allerdings natiirlich nicht von 7', sondern von S,,). Der Rang dieser Sektion ist
entweder gleich dem Rang von B/A, oder um eins kleiner, nimlich genau dann, wenn
A € My und B € Ma; es gilt daher sicher rang(F(B)/F(A)) > 2. Ist es nun der Fall, dass
rang(§F(B)/F(A)) = 2, so hat F(B)/F(A) geméB (Def. 1d) nur zwei eigentliche Elemente;
sie sollen als W und V' bezeichnet werden. Die Elemente von B/A sind genau alle Bilder
der Elemente von §(B)/§(A) der Funktionen F' und 351, das sind

{A 3 (W), 34 (V), 8¢ (3(B)), 35 (3(4)), 85 (W), 35 (V), B}.
Da gilt
W) < FLEB) < T (V) < 35 (V) < 355 (4) < §5H (W),

ist die Sektion B/A im Fall rang(§(B)/§(A)) = 2 verbunden. Gilt jedoch
rang(§(B)/F(A)) > 2, so muss in F(B)/F(A) defininitionsgemiB fiir jedes Paar eigent-
licher Elemente dieser Sektion eine endliche Folge von zueinander der Reihe nach inzi-
denten solchen existieren, die diese ,verbindet“. O.B.d. A. sei nun rang(C) < rang(D).
Zwar gilt moglicherweise §(C) = F(A) oder §(D) = F(B), aber es kénnen E und F aus
F derart gewéhlt werden, dass £ = §(C), falls §(C) # F(A), aber F(C) < E anderen-
falls; ebenso F' = §(D), falls §(D) # F(B), sonst F' < F(D). In jedem Fall gilt dann
E,F € §(B)/3§(A) \ {§(A),5(B)}. Darum muss nun eine endliche Folge E < X; <~
-+ == X} <~ F von Elementen von §(B)/F(A) \ {§(A),F(B)} existieren. Da aber alle
Abbilder der Elemente von §(B)/F(A) \ {F(A4),F(B)} durch die Funktionen §y' und §5'
in B/A\ {A, B} enthalten sind, ist

C<Fo(E) < Fo(X1) & <o (Xp) & Fo (F) & §p(F) > D

eine giiltige Verbindung von C' und D. Hierbei stehen 8&1 und Sbl jeweils entweder fiir 3&1
oder 351, je nach Zugehorigkeit von C' bzw. D zu My oder M1.

Zuletzt fordert (Def. 1d), auch als diamond property bezeichnet: Zu allen A <« B <
C existiert genau ein B’ # B, sodass A @« B’ < C gilt. Wieder miissen einige Félle
unterschieden werden. Im ersten Fall gilt A, B,C € My. Hier ist A «« B <« C nach
Lemma 8 #quivalent zu §(A) < §(B) < F(C). Da es in F nach (Def. 1d) genau ein
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D 7& F(B) mit F(A) < D < F(C) geben muss, ist ' (D) aufgrund der Bijektivitit von
sN das eine und einzige B’ mit A <« B’ <@ C. Die Uberlegung gilt analog fiir A, B, C' € M.
Gilt jedoch A, B € My und C € M=, so folgt, ebenfalls nach Lemma 8, §(B) = §(C). Es
existiert hier mindestens ein B’ mit der betrachteten Eigenschaft, nimlich §5'(F(4)), da
gilt

F(4) = F(35' (3(4)) = 4 2 55 (3(4))

A <« B
— 3(A) = 3(B)
— F(4) < F(O)
= §(35 (S(A))) = §(C)
= 39 (3(4) « C

Es bleibt zu beweisen, dass nicht mehr als ein solches B’ existieren kann. Fiir einen Wi-
derspruchsbeweis sei angenommen, es existiere ein B” € M ungleich B und B’, das
A < B" <« C erfiille. Gilt B” € My, so folgt aus

B" @4 C
= S(B") = F(O) nach (Def. 6d)
= I (BB = FHEBO)
= B” = B 4
Gilt jedoch B” € M=, so folgt aus
A a B
= F(4) = F(B") nach (Def. 6d)
- 33 (3(4)) = 35 (3(B")
SN B =B 2

Beide Fille fiithren auf einen Widerspruch; die Eindeutigkeit von B’ ist somit bewiesen.
Der einzig verbleibende Fall tritt ein, wenn A € My und B, C € Ma3. Die Giiltigkeit von
A< B < C fir B' = (§(C)) zeigt sich analog zum vorigen Fall durch

F@E (F(0) =F(0) =3 B(C) <« C

A <« B
= §(A4) < 3(B)
= $(4) < 3(©O)
= F(4) =< FE(G(0)
= A < 3 E0)

Der Ausschluss der Existenz eines B” erfolgt exakt wie im vorigen Fall, lediglich die Be-
nennung von B und B’ ist vertauscht. Die Giiltigkeit von (Def. 1d) ist fiir alle moglichen
Félle bewiesen.

Dadurch ist schliellich gezeigt, dass T' ein Polytop vom Rang n + 1 ist. O

Es existiert also geméafl Definition genau ein Simplex vom Rang -1 und wie gezeigt zu
jedem Simplex S;,, vom Rang n genau ein Simplex vom Rang n+1. Es gibt demnach genau
einen Simplex jeden Ranges. T" kann deshalb mit S, 41 bezeichnet werden.
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6.1.2 Kombinatorische Untersuchung

Satz 11. Es gilt fr(Sy) = (ZI%) fir alle n,k € NU{-1} mit k <n.

Beweis. Fiir den Induktionsbeweis werden sowohl Seiten von S,, als auch solche von S,
betrachtet, daher sei S,, = (F, <) und Sp4+1 = (G, <). Des Weiteren sei {Gx, G} die in
der rekursiven Definition von S, 11 verwendete Partition der Menge G, welche dort mit M
bezeichnet wird.

Te(Snt1) = #{A € G | rang3(A) = k}
Da
G=0rUGa und GxNGa =0,

gilt

#{A € G| rangs(A) =k} = #{A € Gx|rang;(A) =k}
+ #{A € Ga|rangs(A) =k}

Da jedoch gilt

A€ GuArangy(A) =k < rang*(§(A)) =k
A€ GaAnrangs(A) =k < rang*(F(4)) =k —1

gilt auch

#{A € Gx|rang;(A) =k} = #{A € F|rang*(A) =k}
#{A € Ga|rangy(A) = k} = #{A € F | rang"(A) = k — 1}

und folglich

fe(Sn+1) = #{A € F|rang"(A)
+ #{A € F|rang*(A)

}
—1}

k
k
das heifit, vorausgesetzt, dass k > -1,

Jr(Snt1) = fu(Sn) + fr—1(Sn)- (3)

Um diese Rekursion als allgemein giiltig verwenden zu kénnen, setzen wir fo(S,) = 0.
Sie entspricht jener der Binomialkoeffizienten; auerdem gilt f_;(S-;) = (8). Damit kann
leicht die vollstéindige Induktion nach n durchgefiihrt werden. O

Da fy(S2) = (:{’) = 3 hat der 2-Simplex drei Ecken, er entspricht also dem Dreieck. Der
3-Simplex heifit auch Tetraeder und hat den f-Vektor f(S3) = (1,4, 6,4, 1), welcher natiir-
lich der vierten Zeile des Pascalschen Dreiecks entspricht. Als Hasse-Diagramm dargestellt
sieht der Simplex Sz mit den Ecken {A, B,C, D} aus, wie in Abbildung 4 ersichtlich.

Lemma 12. Die Seiten eines Simplicis unterscheiden sich paarweise in der Menge der
Ecken, die thre Unterseiten sind.

Beweis des Lemmas, zur Abwechslung anschaulich statt formal. Auch dies ldsst sich in-
duktiv zeigen. Es gelte die Annahme, der Simplex Sy.1, jedoch nicht der Simplex Sy,
habe zwei verschiedene Seiten A und B, sodass die Menge der 0-Unterseiten von A (also
der Ecken, die Unterseiten von A sind) gleich jener der 0-Unterseiten von B, ist.

Es sei nun weiters angenommen, die bei der Konstruktion von Sy; hinzugekommene
Ecke 351 (0) (wobei 0 das minimale Element von Sy bezeichnet) sei nicht Unterseite von
A und folglich auch nicht von B. Das ist gleichbedeutend damit, dass A und B keine der
neuen Seiten sind, sondern zu den alten, von Sy kopierten Seiten zidhlen, also Elemente
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Abbildung 4: Hasse-Diagramm von Sg

von Fj sind. Demzufolge miissen aber nach (Def. 6b) und (Def. 6e) schon ihre Urbilder
gleiche Eckenmengen besitzten. Dies ist ein Widerspruch zur ersten Annahme.

Ist jedoch die neue Ecke 53 (0) eine Unterseite von A und B, so ist zuniichst festzuhal-
ten, dass A und B keine Ecken sein kénnen, weder beide noch nur eine der beiden Seiten.
Die einzige Ecke, die Oberseite von §5'(0) ist, ist nimlich 3: (0) selbst. Da A und B ver-
schieden sind, kénnte deshalb hochstens eine von beiden Seiten eine Ecke sein. Wie diese
miisste dann jedoch die andere Seite neben Sil (0) keine weiteren Ecken als Unterseiten
haben, was schon als Kante nicht moéglich ist. Als zwei Nicht-Ecken sind A und B also in
der Konstruktion von S, 1 entstanden, indem, ist A z.B. eine Fliche, A von der Kan-
te F(A) zu Sil(f)) saufgespannt” wurde. Diese Kante hat aber genau dieselben Ecken als
Unterseiten wie A selbst, und durch B auch dieselben wie §(B). Im alten Simplex S,, exis-
tierten mit §(A) und §F(B) demnach ebenfalls zwei Seiten, die sich dieselbe Eckenmenge
teilten. Wiederum widerspricht das der ersten Annahme, die folglich falsch ist.

Ist also die Aussage, in S,, existiere ein Paar verschiedener Seiten mit gleichen Ecken-
mengen, fiir n = N + 1 wahr, so muss sie auch fiir n = N wahr sein. Da sie jedoch fiir
n = -1 offensichtlich nicht erfiillt ist, ist sie gem&fl dem Induktionsprinzip ebenso fiir alle
folgenden n falsch. O

Die Anzahl der Seiten von S, betrigt
n n
n+1 +1
- > a3 (11) =
k=-1 k=-1

ebenso wie die Kardinalitdt der Potenzmenge seiner Ecken, da
#P(F(Sn)) = 20000) = 27+,

Somit existiert zu jeder Menge an Ecken von S, nicht nur maximal eine, sondern genau
eine Seite; es ldsst sich eine sehr schone Bijektion zwischen der Menge der Seiten und
der Potenzmenge der Menge der Ecken herstellen. Insbesondere heifit das: Jedes Paar von
Ecken wird durch (genau) eine Kante verbunden, jedes Tripel durch (genau) eine Fliche,
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jedes Quadrupel durch (genau) einen Raum, etc., die Ecken sind also beliebig untereinander
austauschbar. Darum besitzt der Simplex zusétzlich zur Regularitét eine weitere Art von
Symmetrie, die hier als Eckensymmetrie' bezeichnet werden soll:

Definition 13 (Eckensymmetrie). Fin abstraktes Polytop, dessen Symmetriegruppe tran-
sitiv auf der Menge der Permutationen seiner Ecken operiert, heifit eckensymmetrisch.

Die vorhin gefundene Eigenschaft soll hier noch einmal als Satz formuliert werden:

Satz 14. Sei H eine Menge von FEcken von S,. Dann existiert genau eine Seite A, sodass
H die Menge der 0-Unterseiten von A ist.

Was bis jetzt noch unbewiesen blieb, ist die Regularitiat. Auch sie lisst sich formal aus
der rekursiven Konstruktionsvorschrift der Definition ableiten, hier soll jedoch ein anderer
Beweis auf der Grundlage der Eckensymmetrie gegeben werden:

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir alle &, ¥ € ¥ ein & €  existiert, sodass ¢(&, ®) = V. Es
seien also @, ¥ € X, weiters ¢ und ;. die k-Seiten von ® bzw. V. Es werde eine Permu-
tation 7 : Fy — Fo konstruiert, sodass m(¢g) = 9. Weiters soll jene von ¢ verschiedene
Ecke, die Unterseite von ¢ ist, auf jene von vy verschiedene Ecke, die Unterseite von 1
ist, abgebildet werden, dann jene Ecke, die Unterseite von ¢, aber nicht von ¢; ist, auf
jene Ecke, die Unterseite von o, aber nicht von )7 ist, etc. Die dieser Permutation der
Ecken entsprechende Symmetrie (deren Existenz durch die Eckensymmetrie bedingt ist)
bildet nun ® durch ¢ auf ¥ ab. O

Da der Simplex, wie bereits festgestellt, eckensymmetrisch ist, seine Symmetriegruppe
also transitiv auf der Menge der Permutationen seiner Ecken operiert, existiert zu jeder
Eckenpermutation mindestens eine Symmetrie. Mehr als eine kann es aber auch nicht sein,
da, wie eben festgestellt wurde, jede Seite des Simplicis durch ihre Eckenmenge codier-
bar ist, eine Vertauschung der Ecken also auch die Vertauschung aller restlichen Seiten
eindeutig festlegt. Darum hat der Simplex gleich viele Symmetrien wie Eckenpermuta-
tionen, # = #Sy,, wobei Sy, die Menge der Permutationen der fy-elementigen Menge
bezeichnet. Es gilt also

o(Sp) = (n+1)!

Nun soll noch das Schlidfli-Symbol bestimmt werden. Jenes von S, = (F, <) sei
{po,p1,...,pn—2}, das von S,,41 = (Gx U G1, Q) gleich {qo,q1,-..,¢n—1}. Fiir ein natiirli-
ches k < n —2 seien A eine (k — 1)-Seite und B eine (k + 2)-Seite von S,,41, sodass A < B
und A, B € Gy. pi ist nun gleich der Anzahl an k-Seiten C von S;11, sodass A < C < B.
Alle solche Seiten miissen Elemente von Gy sein und unter dieser Voraussetzung ist die
Bedingung #quivalent zu F(A) < §(C) < F(B). Aus der Bijektivitit von § folgt deshalb,
dass es ebensoviele D € F mit §(A) < D < §(B) gibt wie gesuchte C. Da aber §(A) und
$(B) ebenso eine (k — 1)- und eine (k + 2)-Seite von S,, sind, gilt fiir 0 < k <n —2:

dk = Pk

Fiir ein Paar von A, B € G5, nicht Gy, mit wieder A < B vom Rang k£ —1 und k+ 2, wobei
1 < k <n—1, lasst sich ebenfalls genau fiir jedes C' € G vom Rang k mit A < C < B
genau ein D € F mit §(A4) < D < F(B) finden, jedoch hier nicht ebenfalls vom Rang k,
sondern vom Rang k — 1. Ebenso ist nun §(A) nicht wie A selbst vom Rang k£ — 1, sondern
vom Rang k — 2 und §(B) vom Rang k + 1. Daher folgt hieraus fiir alle 1 <k <n — 1:

qk = Pk-1

Lnicht zu verwechseln mit , Eckentransitivitsit*
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Diese beiden Gleichungen ergeben in Kombination, dass jede Zahl im Schléfli-Symbol von
Sn+1 auch im Schlafli-Symbol von S,, auftreten muss. Ist nun noch das Schléfli-Symbol
von S bekannt, welches sich durch schrittweises Ermitteln der ersten vier Simplices als
{3} feststellen ldsst, so ist klar, dass pr = 3 fiir alle 0 < p < n — 2 sein muss. Das
Schlafli-Symbol des n-Simplex lautet also

{3,3,...,3}.
1
n—1
6.2 Ditop
6.2.1 Definition
Das Ditop (,,0itorov"; von altgr. ,58ic* = ,zweifach® und ,,ténoc* = eigentlich ,,Ort“, , Stel-

le*, hingegen hier , Seite“, ,Fliche* wie auch in ,nolUtomov’) ist das einfachste abstrakte
Polytop. Eine mogliche Definition lautet:

Definition 15 (Ditop). Das (-1)-Ditop D_; entspricht dem Nullpolytop; Do der Ecke. Fir
n > 1 gilt: fo(D,) = 2.

Auf den Beweis der Wohldefiniertheit soll in diesem und auch in den folgenden Féllen
verzichtet werden; er ist fiir das Ditop trivial und fiir Hyperkubus sowie Kreuzpolytop
weitgehend analog zu dem fiir den Simplex, lediglich mit noch mehr zu unterscheidenden
Féllen.

6.2.2 Kombinatorische Untersuchung

GeméB (Def. 1b) und (Def. 1d) miissen auch von allen anderen k-Seiten mit 0 < k < n
genau zwel existieren, wobei fiir je zwei Seiten A, B von ungleichem Rang gilt A <~ B,
d.h. rang(A) < rang(B) = A < B. Abbildung 5 zeigt das Ditop vom Rang 3.

1
VRN
AB, BAs

A B
\0/

Abbildung 5: Hasse-Diagramm von D3

Der f-Vektor von D, ist also nichts anderes als

£(1,2,2,...2,1).
| — |

n

Das Schlafli-Symbol entspricht
{2,2,...2}.
L 1

n—1
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Weiters gilt fiir n > 0, dass ¢ = 2™; fiir n = -1 natiirlich ¢ = 1. Zuletzt bedeutet

|
—

n

X = : (71)7‘f2a

I
o

dass .
X=> 2(-1)' =1-(-1)"
i=0

Das Ditop ist ebenfalls nicht nur regulér, sondern auch eckensymmetrisch.

6.3 Hyperkubus

Der Hyperkubus (von altgr. ,,UnepxOfoc® = ,,Uber—Wﬁrfel“) ist eine von zwei Familien, zu
denen das bereits erwdhnte Quadrat, das 4-Eck, gehort.

6.3.1 Definition

Definition 16 (Hyperkubus). K ist eine Menge von Polytopen, deren Elemente als Hy-
perkuboi bezeichnet werden. Das Nullpolytop ist der einzige Hyperkubus vom Rang -1, die
Ecke der einzige Hyperkubus vom Rang 0. Fiir alle n € N gilt: Fine zweistellige Relation
T = (M, <) ist genau dann ein (n+ 1)-Hyperkubus, wenn ein n-Hyperkubus K, = (F, <),
eine Partition { My, Mo, M=,{X}} von M und eine Funktion § : M — F existieren,
sodass gilt

1. § ist bijektiv auf My U{X}, auf MaU{X}, sowie auf MqU{X}.

2. Fiir alle Ae M gilt X < A. Es gilt §(X) = 0.

3. Fir alle A,B € My, A,B € M7 oder A,B € M~ gilt A4 B < §(A) < §(B).
4. Fiir alle A€ MyUMa3a und B € M- gilt AL B <— F(A4) < 5(B).

5. Fir alle A € My und B € M3 gilt -(A < B).

6. Fir alle A € M+ und B € My U M3 gilt ~(A < B).

Bildlich dargestellt bedeutet das, dass der n-Hyperkubus mit Ausnahme seines mini-
malen Elements ,kopiert“ wird, um dann jede Ecke mit ihrer Kopie durch eine Kante,
jede Kante mit ihrer Kopie durch eine Fliche, etc., zu verbinden. Als Hasse-Diagramm
dargestellt sieht der Hyperkubus K3z mit den Ecken Fy = {A, B,C, D, E, F,G, H} aus, wie
in Abbildung 6 zu sehen.

6.3.2 Kombinatorische Untersuchung

Satz 17. Es gilt fi(Ky,) = 2"7%(}) fir allen € NU{-1} und alle k € N mit k < n. Es
gilt f1(Ky,) =1 fiir allen € NU{-1}.

Beweis. Aus der Definition des Hyperkubus folgt, dass
fk(KnJrl) = 2fk(Kn) + fk:—l(Kn)

fir £ > 0, sowie ergénzend fo(Kp+1) = 2f0(Ky) und fo;(Kpt1) = f-1(Ky). Durch kombi-
natorische Uberlegungen lisst sich die Formel

fre(Ky) = 277F <Z>
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Abbildung 6: Hasse-Diagramm von Ks

finden, welche fiir £ > 0 gilt und induktiv leicht zu zeigen ist:
+1 n n
2(n+1)—k n —=9. 271—}43 21’L—(l€—1)
k k * k—1

Zusammengefasst 1édsst sich schreiben:

o= (=) = ()20 #(0)

Wie beim Simplex kann das Schléafli-Symbol des n-Hyperkubus durch rekursive Glei-
chungen bestimmt werden; hier ist es jedoch am einfachsten, nicht von dem von Ko, welches
{4} lautet, sondern vom Schléfli-Symbol von K3, ndmlich {4, 3} auszugehen. Es sei wieder
{po,pl, ...y Pn—2} das Schlifli-Symbol von K,, = (F, =) und {qo,q1,-..,qn—1} jenes von

Kn+1 = (GnUGIUGHU {0} d). Wie bei S, ldsst durch Betrachtung von A < C' < B aus
der Bijektivitdt von SN oder Sj die Gleichung

Pk = 4k
folgern, welche fiir 0 < k <n — 2 gilt. Aus der Bijektivitdt von 3}1 schlieBlich folgt

Pk = qk—1,

jedoch nicht wie beim Simplex fiir 1 < k < n — 1, sondern nur fiir 2 < k <n — 1, da hier
die Wertemenge von %le, namlich M= U {X}, kein Element vom Rang 0 enthilt, dass bei
k =1 als A gewéhlt werden konnte. Es ldsst sich aber aus der ersten Gleichung folgern,
dass die erste Zahl im Schlifli-Symbol von K,, sich stets auf die Zahl 4 im Schlafli-Symbol
von K3 (und sogar bis Kg) zuriickverfolgen lésst, aus der zweiten Gleichung hingegen, dass
alle anderen Zahlen im Schldfli-Symbol von K,, gleich der zweiten Zahl von K3 sein miissen.
Allgemein angeschrieben ist das Schléfli-Symbol von K, demnach nichts anderes als

{4,3,3,...3}.
[
n—2
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6.3.3 Hemihyperkubus

Der Hemiyperkubus (von altgr. ,fubnepxiBoc* = ,Halb-Uber-Wiirfel“) kann nicht als
eigensténdige Polytopfamilie bezeichnet werden. Er zeichnet sich zwar durch seine Regu-
laritét aus, existiert jedoch nicht im Rang -1, 0 oder 1. Vielmehr l&sst sich aus jedem
Hyperkubus von gréflerem Rang als 1 durch Reduktion um die Hélfte der Seiten ein pas-
sender Halb-Hyperkubus bilden.

6.3.3.1 Definition

Zur Definition des Hemihyperkubus wird eine Permutation 2l auf der Menge der Seiten des
Hyperkubus eingefiihrt. Auch sie wird rekursiv definiert. Es sei darum K,, = (F(K,), <)
und K41 = (G,<9) = (Gr UG UGRU {f)}}, <). Fiir alle n € N sei also 2, : F — F und
Ant1 : G — G, sodass gilt:

L Apy1 : A FF (A (A)) auf Gy
2. A1 A FlH(An(A)) auf Go
3. ppr 1 A F5H(An(A)) auf G
4. Apyr: A A auf {0}

Ergénzend wird verlangt, dass %o = id.

Diese Funktion 2 ordnet, da sie involutiv ist, alle Elemente von F in Paaren an, mit
Ausnahme von 0 und 1, welche Fixpunkte sind. Wie sich induktiv leicht zeigen lisst, ist
sie auch eine Symmetrie, das heiffit A x B <= (A) < A(B). Als solche entspricht sie
iibrigens geometrisch interpretiert der Punktspiegelung am Mittelpunkt, bildet also jede
Seite auf die ihr gegeniiberliegende ab. Um %, einen Namen zu geben, sei die Funktion
daher als die Inversion von K, benannt.

Nun kann der Hemihyperkubus definiert werden.

Definition 18 (Hemihyperkubus). Es sei K,, = (F, <) der n-Hyperkubus mit den unei-
gentlichen Seiten 0 und 1, und A seine Inversion. Es sei nun G eine Teilmenge von F,
sodass 0,1 € G, wobei fiir jede eigentliche Seite A von K, gilt A € G ®A(A) € G. Ist nun
T = (G, <) ein Polytop, sodass fiir alle A,B € G gilt

AdB < A< BVAxADB),
so ist T der n-Hemihyperkubus H,,.

Das Hasse-Diagramm des 3-Hemihyperkubus ist in Abbildung 7 dargestellt. Dabei
wurden die Seiten derart angeordnet, dass die Verwandtschaft zum Hyperkubus deutlich
werden soll.

6.3.3.2 Kombinatorische Untersuchung

Lemma 19. Es seien K,, = (F, <) ein Hyperkubus, A seine Involution und A,B € F
zwei seiner Seiten. Dann gilt

ASBANA<SAB)=>A=0

sowte

A< BAAA) XB=B=1
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Abbildung 7: Hasse-Diagramm von Hj

Der Beweis erfolgt wie fast immer durch Induktion nach n sowie durch Fallunterschei-
dung beziiglich der Zugehorigkeiten von A und B zu Fy, F5 und F+. Er ist leicht zu finden
und soll hier iibersprungen werden.

Der f-Vektor von H,, kann leicht ermittelt werden, da die Funktion 2 alle eigentlichen
Seiten von K,, in Paare einteilt und der Hemihyperkubus von jedem Paar genau eine Seite
mit dem Hyperkubus gemeinsam hat. Daher besitzt der n-Hemihyperkubus genau halb so
viele Seiten jeden Rangs aufler -1 und n wie der n-Hyperkubus. Es gilt:

o= () ) () 20

Auch das Schlifli-Symbol des Hemihyperkubus lédsst sich aus dem des Hyperkubus
ableiten: Es sei A < C < B und A < B mit den Réngen k£ — 1, £ und k + 2. Dann gilt
(mindestens) eines der folgenden Paare von dquivalenten Aussagen:

A C=xB <= A(4) xA(C)xA(B)

AA(C)x B < A(4) x C<xA(B)

Sollte fiir jedes C' genau eins von beiden gelten, so existiert also zu jedem C' von H,, mit
A < C < B genau ein D von K, mit A < D < B, sei es C oder 2(C). Es gilt demnach
pr(Hyp) = pr(KKy,). Gilt jedoch fiir ein C beides, so folgt aus A < C und A < 2A(C) nach
Lemma 19, dass A = 0 sowie aus C' < B und A(C) < B, dass B = 1. In diesem Fall gilt
aber natiirlich sowohl A =0 < C <1 = B alsauch A =0 < 2A(C) < 1 = B fiir alle C.
Deshalb existieren dann zu jedem C von H, mit A < C < B genau zwei D von K, mit
A< D < B, es gilt also pi(H,) = @.

Klarerweise tritt der zweite Fall, also A = 0,B = 1 genau dann ein, wenn n =
rang*(1) = k + 2 = rang*(0) + 3 = 2. In allen anderen Riingen als 2 aber gleicht das
Schlafli-Symbol des Hemihyperkubus darum jenem des Hyperkubus:
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Rang n Schléfli-Symbol von H,
n=2 {2}

n = {4,3}

n=4 {4,3,3}

n>3 {4,3,3,...3}
1

n—2

Der 2-Hemihyperkubus entspricht iibrigens dem 2-Digon, das heifit Hy = Ds.

6.4 Kreuzpolytop

Das Kreuzpolytop ist dem Hyperkubus sehr &hnlich: Nicht nur ist das Quadrat gleichzeitig
das zweidimensionale Kreuzpolytop (es gilt also Xo = Ks), die beiden Familien stehen auch
in einer Beziehung, die als Dualitdt bezeichnet wird.

6.4.1 Definition

Definition 20 (Kreuzpolytop). X ist eine Menge von Polytopen, deren Elemente als
Kreuzpolytope bezeichnet werden. Das Nullpolytop ist das einzige Kreuzpolytop vom Rang
-1, die Ecke das einzige Kreuzpolytop vom Rang 0. Fiir alle n € N gilt: Eine zweistellige
Relation T = (M, <) ist genau dann ein n + 1-Kreuzpolytop, wenn ein n-Kreuzpolytop
Xy, = (F, X), eine Partition { My, M3, M7,{X}} von M und eine Funktion §: M — F
existieren, sodass gilt

1. § ist bijektiv auf My U{X}, auf MaU{X}, sowie auf M7U{X}.

Fiir alle A€ M gilt AL X. Es gilt §(X) =1.

Fir alle A,B € My, A,B € Mz oder A,B € M7 gilt Ad B <— §(A) < §(B).
Fiir alle A € My UMz und B € M= gilt BL A < F(B) <3(4).

Fiir alle A € My und B € M3 gilt -(A < B).

S S R

Fiir alle A € M+ und B € My UMz gilt ~(B < A).

Hier wird zunéchst der Rumpf des n-Kreuzpolytops entfernt, um dann zwei neue Ecken
hinzuzufiigen. Diese werden darauthin wie schon beim Simplex mit jeder der alten Seiten
durch eine weitere von um 1 hherem Rang verbunden (nicht jedoch mit einander). Schlie-
lich wird ein neuer Rumpf (klarerweise vom Rang n + 1) eingesetzt. Das Hasse-Diagramm
des Kreuzpolytops X3 mit den Ecken Fy = {A, B,C, D, E, F'} ist als Abbildung 8 darge-
stellt.

6.4.2 Dualitat zum Hyperkubus

Es zeigt sich, dass die rekursiven Definitionen von Hyperkubus und Kreuzpolytop eine
interessante Ahnlichkeit aufweisen, nimlich unterscheiden sie sich genau durch die Aus-
richtung der Relationen. Das soll heiflen, wiirde man durchgéngig < und < durch = bzw.
> ersetzen (und also auch O mit 1 ihrer Definition gem#B vertauschen), so erhielte man
die eine Konstruktionsvorschrift aus der anderen. Da natiirlich K_; = X_; sowie Kg = Xp
gilt und eine Umkehrung der Halbordnungsrelation diese primitiven Polytope in sich selbst
iiberfiihrt, gilt auch fiir alle weiteren n, dass sich, wird die Halbordnung von K,, umgekehrt,
Xy, ergibt (und ebenso anders herum).
Diese sehr ungenau formulierte Erkenntnis soll nun exakter gefasst werden:
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ABE ABC ACD ADE BEF BCF CCDF DEF

[ RS ATIHEN

AB AC AFE _AD BE BC BF CD CF DE FEF DF

WKl

B E

\\/

Abbildung 8: Hasse-Diagramm von X3z

Satz 21 (Existenz eines dualen Polytops). Sei P = (F, <) ein Polytop vom Rang n und
d eine Relation auf F, sodass fiir alle A,B € F gilt: A X B <= B < A. Dann ist
Q = (F, Q) ebenfalls ein Polytop.

Definition 22 (Dualitit). Es sei P = (F,<) ein Polytop. Dann heiffe das Polytop
Q= (F,Q) mit A B <= B < A fiir alle A, B € F dual zu P.

o~

Informell kann auch wie vorhin, statt < zu definieren, ,,=“ geschrieben werden: (F, <)
(F, ). P wird algebraisch als antiisomorph zu @ bezeichnet.

Satz 23. Es sei P ein Polytop vom Rang n und Q das zu P duale Polytop. Dann hat Q
ebenfalls den Rang n. Weiters gilt

f(Q) = (fn(P)vfnfl(P)v"'afO(P)af—l(P))'

Sei {po,p1,...,pn—2} das Schlifli-Symbol von P. Dann ist das Schlifli-Symbol von Q:

{Pn-2,Pn-1,---,po}
Schlielich gilt 0(Q) = o(P).

Die Beweise fiir die Sétze 21 und 23 sind unschwer aus den Definitionen in Kapitel 2
und 3 abzuleiten.

Alle Polytope, nicht etwa nur reguldre, haben also ein duales Polytop. Manche sind
dabei zu sich selbst dual, so der Simplex und das Ditop jeden Ranges sowie alle Polytope
von kleinerem Rang als drei. Stellt man iibrigens das Hasse-Diagramm eines Polytops
einfach auf den Kopf, erhilt man das Hasse-Diagramm des dualen Polytops.

6.4.3 Kombinatorische Untersuchung

Ob aus der Dualitét zum Hyperkubus oder wiederum aus der Rekursion, welche hier lautet

fk( n+1) fk( )+2fk—1(xn)
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fir £ < n, sowie f,(Kpt1) = 2fn—1(Ky,) und fr41(Kp41) = 1, auf jedem der Wege ldsst
sich die folgende Formel, giiltig fiir k& < n, finden:

_ ok n
fk(xn) =2 +1<k‘+1>

s = (2(o) 2 (1) 27 0) 2() )

Weiters lasst sich das Schléfli-Symbol ableiten:

Es gilt also:

{3,3,...3,4}.
| — |

n—2

6.4.4 Hemikreuzpolytop

Analog zum Hyperkubus ldsst sich auch beim Kreuzpolytop eine Inversion 2 finden und
mithilfe dieser eine Halbierung definieren. Dadurch entsteht das Hemikreuzpolytop, natiir-
lich nichts anderes als der duale Hemihyperkubus. Es liegt nahe zu behaupten, Hyperku-
bus und Kreuzpolytop seien in gewisser Weise dasselbe Objekt, lediglich von verschiedenen
Seiten betrachtet. In der Repréasentation durch das Hasse-Diagramm kann das dann sogar
wortlich genommen werden.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Diese Arbeit dient nicht dem Beweis eines einzigen Satzes, zu dem alle anderen Sitze
und Lemmata hinfithren, sondern enthélt mehrere voneinander unabhéngige Sétze und
Resultate, die jeweils in eigenen Kapiteln behandelt werden. Nur einer von diesen betrifft
allgemein alle reguliren Polytope (und sogar die nicht reguléren): Satz 21 iiber die Existenz
eines dualen Polytops. Nicht viel gibt es sonst auf dem grundlegenden Niveau dieser Arbeit
festzustellen, was fiir alle reguldren Polytope gleichermaflen gilt, darum wendet sie sich
dann Spezialfillen zu.

Die erste Art von behandelten Spezialfillen ergibt sich dadurch, dass der Rang der zu
untersuchenden Polytope als gegeben angenommen wird. Vom Rang -1 bis 1 existieren
ohnehin nur insgesamt drei Polytope, was argumentativ begriindet wird. Die gefunde-
nen Polytope werden durch ihre Hasse-Diagramme anschaulich angegeben. Vom Rang 2
existieren unendlich viele Polytope, die aber durch die Gemeinsamkeiten in ihrer Struktur
dennoch erschopfend behandelt werden kénnen. In Rang 3 ist dies nicht mehr moglich, was
die Untersuchung interessanter macht. Hier sind ebenso unendlich viele Polytope mdoglich,
die jedoch grundverschiedene Strukturen aufweisen. Markante Eigenschaften derer werden
daher durch die in Kapitel 3 definierten Charakteristika beschrieben und zueinander in
Beziehung gesetzt. Fiir Rang 4 ist schlieBlich mit der fiir Rang 3 verwendeten simplen Me-
thode des Zidhlens von Ketten nicht mehr moglich, verwertbare Gleichungen aufzustellen.

Die zweite Art von Spezialfillen ist durch eine Annahme der genau umgekehrten Art
gegeben: Hier ist in gewisser Weise alles mit Ausnahme des Ranges bekannt, das soll heiflen,
es werden allgemeine Aussagen iiber eine Gruppe von Polytopen getroffen, in der von
jedem Rang genau eines existiert. Diese Polytopfamilien werden zunéchst definiert, dann in
Hinsicht auf die Eigenschaften aus Kapitel 3 untersucht. Am Simplex werden exemplarisch
all jene Beweise durchgefiihrt, welche fiir eine exakte Wohldefinition eigentlich fiir alle der
Polytopfamilien notwendig wéren, jedoch in dieser Arbeit keinen Platz finden. Besondere
Eigenschaften, wie die Eckensymmetrie des Simplicis und die Dualitdt von Hyperkubus
und Kreuzpolytop, werden behandelt.
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